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Uvod

Tato publikace patii do souboru textd, které vznikly v souvislosti s feSenim
projektu ESF OP VK | Pfirodovédec — Rozvoj odbornych kompetenci talento-
vanych studentd stfednich Skol ve védecko vyzkumné praci v oblasti pfirodnich
véd“, reg. ¢. CZ 007/2.3.00/09.0040, feSeném na Pfirodovédecké fakulté Univer-
zity Palackého v Olomouci.

Je urcena predevsim zakiim stfednich skol, zvlasté pak talentovanym na ma-
tematiku a prirodni védy, i jejich soucasnym ¢i budoucim uciteliim matematiky.
Miize zaujmout také sirsi odbornou, nejen matematickou, verejnost. Sumarizuje
zadani a vzorovéa feseni tloh pouzitych v letech 1995-2000 pii klausurnich pisem-
nych pracich z didaktiky matematiky, které byly soucasti statnich zévérecénych
zkousek z matematiky konanych na Katedfe algebry a geometrie Pfirodovédecké
fakulty Univerzity Palackého v Olomouci v zavéru studia ucitelstvi matematiky.

Ulohy jsou v publikaci fazeny tak, jak byly postupné v ramci statnicovych
pisemek pouzity, tedy v sadach po ¢tyfech. Praci na tvorbé vzorovych feseni
zadanych tloh si autofi rozdélili nasledovné: feseni prvni tlohy ve vSech sadach
pripravil Vladimir Vanék, druhou tlohu mél na starosti Josef Molnar a konecné
tfeti, ve variantach oznacovanou 3A a 3B, zpracovali Jaroslav Svréek a Jifi
Hatle. V pfiloze, v zavérecné casti publikace, jsou na ukazku zafazena autenticka
studentska FeSeni vybranych tloh.

Podékovani za spolupraci patfi predevsim Stanislavu Travnickovi, na je-
hoz bedrech lezela organizace i obsahova priprava pisemek v uvedenych letech,
Miloslavu Zavodnému, ktery typograficky zpracoval cely text, a v neposledni
fadé recenzentim Evé Pomykalové, Ivané Machacikové a Tomasi Zdrahalovi.

Doufame, ze v této kniZce naleznete to, co ocekdvate — zadani a vzorova
feseni standardnich i nestandardnich zejména stiedoskolskych tloh, a ze vam
bude ku prospéchu.

V Olomouci, tinor 2012
Autori






Vznik a prubéh statnicovych pisemek z didaktiky
matematiky

Pisemna ¢ast statni zavéreéné zkousky z matematiky pro studenty ucitelstvi ma-
tematiky byla zavedena v roce 1995 v ramci reformy studia. Organizaci statnico-
vych pisemek (SP) byl povéten tehdejsi vedouci oddéleni didaktiky matematiky
doc. RNDr. Stanislav Travni¢ek, CSc., na némz v té dobé spocivala hlavni tiha
odpovédnosti, nicméné do tvorby, provedeni, oprav a vyhodnoceni byli téz zapo-
jeni dalsi ¢lenové Katedry algebry a geometrie na PiF UP, a to Jaroslav Svréek,
Josef Molnar a Radek Horensky, kterého pozdéji nahradil Vladimir Vanék.

Ucelem statnicové pisemky (SP) je zjistit, jak jsou studenti pfipraveni na
vykon své budouci profese, zejména zda dovedou vypracovat vzorové feseni
standardni stfedoskolské matematické tilohy, analyzovat tlohy z matematickych
soutézi a tvofit k nim pripravné tlohy a v neposledni fadé opravovat zdkovské
pisemné prace — reagovat na chyby i formalni nedostatky v zakovskych fese-
nich a rozpoznat jejich zavaznost, ocenit dobré mezivysledky, zhodnotit celkovy
vykon Zdka, primérené jej klasifikovat atd. Neméné dulezitym cilem SP je mo-
tivovat studenty ucitelstvi matematiky k opakovani a procvicovani vlastnich
dovednosti nejen v rdmci povinnych a volitelnych prednasek, cvi¢eni a seminaita
k tomu urcenych.

Forma pisemek se postupné upravovala podle ziskanych zkusSenosti a sta-
bilizovala do soucasné, léty ovérené, podoby. Statnicova pisemka se sklada ze
¢tyT loh, z nichz prvni dvé jsou bézné, stredné tézké tlohy typické pro stiedo-
skolskou vyuku. Jedna z nich z geometrie (véetné analytické geometrie), druhd
z algebry, teorie ¢isel nebo matematické analyzy (véetné infinitezimélniho poétu
¢i stochastiky). Tteti tloha, kterou po celou dobu kondni statnicovych pisemek
pfipravoval Jaroslav Svréek, je uréena k ovéfeni dovednosti kandidatii ucitelstvi
matematiky postavit se k tlohdm z matematickych soutézi, pficemz maji moz-
nost zvolit si jednu ze dvou nabizengych tiloh (3A, 3B). Ctvrtou tlohu, opravu
zakovské pisemky, pripravoval vzdy Stanislav Travnicek, ktery k tomuto ucelu
sepsal uéebni text ,,Oprava pisemek z matematiky“ [15]. Proto neni ¢tvrtd tloha
zadné sady zafazena do této publikace. Na str. 12 vSak uvadime na ukazku za-
dani statnicové pisemky z ledna 2012.

Za vypracovani statnicové pisemky muize student ziskat maximalné 100 bodt,
a to za tlohy 1-3 po 20 bodech, za tilohu 4 az 40 bodt. Pti oprave tiloh 1 a 2 se
udéluje obvykle maximélné 15 bodt za spravnost feseni a 5 bodd za ,,apravu pro
tisk“. V pribéhu let se ustalil pfevod bodt na znadmku nasledovné: do 40 bodu
nevyhovél, 41-57 boda dobie, 5874 velmi dobfe a 75-100 vyborné. Pokud se
v takto stanovené klasifikaci vyskytly situace, Ze rozdil 1 bodu by zpusobil rozdil
znamek o stupen, definitivni stanoveni prislusnych hranic znamek se konzulto-
valo s vedoucim katedry. Je stanoveno, ze i student netspésny ve SP miize
konat tstni zavéreéné zkousky, pfi¢emz pfi nich musi vyvazit nedostatky SP
svymi znalostmi. Student, ktery po netispésné SP neuspé€l ani u tstni ¢asti SZZ
z Didaktiky matematiky, musi SP opakovat.
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Zadani statnicové pisemky — ukazka (r. 2012)

K maturitnimu opakovani ptripravujete pro své zaky na zakladni vétvi gymnéazia
prehled vybranych feSenych tloh. Zpracujte vzorova reseni nasledujicich dvou
uloh, které hodlate zatfadit do tohoto sborniku.

1. V oboru realnych ¢isel feste rovnici

2. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC se zakladnou AB, je-li dan (pfi
obvyklém oznaceni) soucet délek a+v, a velikost v vnitiniho tthlu p¥i jeho
hlavnim vrcholu C. (Provedte vSechny faze FeSeni této konstrukéni tlohy.)

Uvedte vzorové FeSeni jedné z tiloh 3.A, 3.B matematické soutéze pro Zaky
gymnazia.

3.A Dokaite, ze pro kazdé n piirozené je ¢islo 7 - 52" 4 12 - 6™ délitelné deva-
tenécti.

3.B Necht o zna¢i obvod trojuhelniku ABC a t,, t, t. délky jeho téZnic. Do-
kazte, ze plati

3(ta+ty+tc) <30<4(ty+1ty+te).

K vami vyfeSené tloze 3.A, resp. 3.B, uvedte jednu vhodnou tlohu prii-
pravnou (zadéni i FeSeni).

4. Vasim tkolem je oprava a rozbor dvou pfilozenych zakovskych pisemek,
v kazdé pisemce jsou dva priklady ve variantdch A a B. K tomu se pozaduji
tyto nalezitosti:

a) Opravte pisemky €ervenou propiskou prévé tak, jak hodlate opra-
vovat pisemky jako vyucujici matematiky, tj. v€éetné znamky napsané na pi-
semce. VSechno ostatni k této tiloze piste na list nadepsany ,,Uloha 4¢.

b) Na list ,Uloha 4“ napiste spravné vysledky vsech tloh z téchto pisemek.
Pokud néktera ¢ast nékteré tlohy chybi obéma zakim nebo ji maji oba zcela
Spatné, uvedte na tomto listé, jaky mél byt v této chybné ¢asti spravny postup
(nepiste FeSeni celé tlohy).

c¢) Kazdy z uvedenych dvou pifikladii, pokud bude v pisemce spravné zpra-
covan, mé byt hodnocen 8 body. Na listé ,, Uloha 4“ zapiste jevovou analyzu
téchto dvou piikladi (co a jak v pikladech bodujete) a pro kazdého zaka uvedte,
kolik bod mu davate za kazdy priklad a pro¢. Odtvodnéte klasifikaci.

d) Struéné komentujte vykon kazdého ze zakl: co lze hodnotit a v éem
vidite konkrétni pfi¢iny jeho/jejich chyb. Porovnejte navzijem vykony
obou zakd.

e) Povazujte vysledky téchto dvou pisemek za typickou ukazku, jak pisemka
ve tiidé dopadla a na zdkladé zkuSenosti z jejich opravy uvedte, které jsou
hlavni neznalosti zaku a které ¢asti u¢iva bude proto tfeba znovu probrat
nebo procvicit.

f) Posudte, je-li ucitelovo zadani bez zavad.

12



Pisemné prace ke statni zavérecné zkousce
oboru ,,Ucitelstvi matematiky“
na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého

1995-2000

7ADANT ULOH



(1995/1)
1) Reste v oboru realnych ¢isel rovnici
3r+19 r  x? 2P

1+—4+—5+=5+...
7 +4+42+43Jr

2) Je dan trojuhelnik RTS, pro velikosti jehoZz stran plati |RT| = 7 cm,
TS| =5cm a |SR| = 6 cm, a dale kruznice k(S;r). Sestrojte kruznici h, ktera
se dotyka pfimky p = +>RT v bodé T a soucasné se dotykd kruznice k. (Pfi
grafickém provedeni konstrukce volte r = 2 cm.)

3A) Je dan obdélnik ABCD, v némz pro velikost o tthlu CAB plati o < 30°.
Na jeho strané BC je zvolen bod P. Sestrojte body K, L lezici po fadé uvnitt
tseCek AC, AP tak, aby platilo |AK| = |KL| = |LC|. Zduvodnéte, pro¢ je
v uloze podminka o < 30°.

3B) Urcete viechna cela ¢isla p, pro néz je éislo ¢ = p3 + 14 délitelné

«) Cislem 3,
B) ¢islem p + 2.

(1995/2)

1) Urlete v Gaussové roviné obor pravdivosti vyrokové formy o proménné z € C:

<1).

2) V pravouhlé soustavé soufadnic je ddna elipsa tak, Ze jeji hlavni poloosa
splyva s osou x a stfed elipsy S lezi v poc¢atku. Trojahelnik ADC, kde A je
hlavni vrchol a C, D vedlejsi vrcholy elipsy, je rovnostranny. Velikost hlavni
poloosy a je 3 cm. Bod X je libovolny bod elipsy.

z—1
z 4+ 3i

(p—4+igmv(

«) NapiSte rovnici této elipsy.

B) Uréete soufadnice ohnisek E, F'.

v) Rozhodnéte, ktery z trojuhelnikii FFX ma nejvétsi obvod.
0) Rozhodnéte, ktery z trojihelnikt FFX m4 nejvétsi obsah.
¢) Napiste rovnici teény elipsy prochazejici bodem M = [2; —1].
) Elipsu narysujte.

3A) Urcete vSechny dvojice (z,y) celych ¢isel, pro néz plati
83 — 3 =37.

3B) Sestrojte lichobéznik ABCD (AB || CD), jsou-li dany délky jeho stran AB,
CD a délky obou jeho thlopiicek AC, BD.
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(1995/3)
1) Uréete lokalni extrémy funkce y = 4023 + 5z — 425,

2) V oboru realnych ¢isel feste rovnici

logy V22 —logy (22 — 7,5) = 1.

3A) Dokazte, Ze ¢islo
A =103% + 53103

je délitelné tfemi. Pokuste se najit nékterd dalsi pfirozena ¢isla, jimiz je ¢islo A
délitelné.

3B) Necht X je libovolny vnitini bod daného rovnostranného trojthelniku ABC
o strané délky a. Body K, L, M necht jsou paty kolmic z bodu X po fadé ke
strandm BC, C'A, AB. Dokazte, Ze vyraz

w=|KX|+|LX|+ |MX|

je konstantni (nezavisi na volbé bodu X) a uréete hodnotu w.

(1995/4)
1) V oboru redlnych ¢isel feste rovnici

(3 — tg?2)(cos 2z + 5sinz + 2) = 0.

2) V roviné jsou dény dvé rtzné pfimky a, b a bod M. Sestrojte kruznici k,
ktera se dotyka primek a, b a prochazi bodem M.

«) Provedte diskuzi feSeni tlohy vzhledem k riznym moZnostem vzijemné
polohy pfimek a, b a bodu M

B) Provedte konstrukci pro p¥ipad, Ze a, b jsou rtiznobézky a bod M nelezi
na zadné z nich.

3A) Urcete vSechny dvojice (z,y) pfirozenych ¢isel, které vyhovuji rovnici

z? —y? =1995.

3B) Do rovnostranného trojihelniku ABC' o strané délky a jsou vepsany tii
shodné kruznice o poloméru r, které se vzajemné dotykaji. Kazda z nich se
pritom dotyka dvou stran daného trojuhelniku. Vyjadfete r pomoci a.

15



(1996 / 1)
1) Reste v oboru redlnych ¢isel soustavu rovnic a provedte zkousku

3tg3x+200s2y72\/§ =0,
2tg3x - cos2y+3 = 0.

2) Kuzelosecka je dédna rovnici
22 + 4y —4x + 8y — 12 =0.

«) Napiste stfedovou rovnici této kuzelosecky a kuzelosecku charakterizujte.

B) Danou kuzelosecku sestrojte.
(Potfebné odmocniny konstruujte euklidovsky.)

v) Vypoditejte soutadnice vrchold ¢tverce do této kuzelosecky vepsaného a
narysujte ho.

3A)
«) Dokazte, Ze pro libovolny rovnobéznik plati véta: Soudet druhych mocnin
délek vSech jeho stran je roven souctu druhych mocnin délek jeho thlopticek.

B) Vyslovte analogické tvrzeni v prostoru a dokazte je.

3B)
«) Urcete vSechny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé rovnic

o+ 1+ 1yl = 2,
y+4 = |2x|.

Danou soustavu znazornéte graficky.
B) Provedte diskuzi feSitelnosti soustavy rovnic

lz + 1]+ |y| = 2,
y+a = |27

vzhledem k realnému parametru a.

16



(1996 / 2)
1) Jsou ddna komplexni ¢isla a = —2 + 2i, b = 1 + 1. Graficky urcete komplexni
¢isla

a)c=a-b, B) d = +a.

2) Urcete vSechna pfirozend n takov, ze v konvexnim n-tthelniku plati: velikosti
vnitfnich Ghld jsou po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti, pricemz
rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lenti v mife stupnové je 10° a nejmensi vnit¥ni
thel mé velikost 100°.

3A)
«) Urcete, které z ¢isel
_ 45678901234 _ 45678901235
P~ 89012345679° 7 89012345678
je vétsi. Svou odpovéd zdtavodnéte.
) Dokazte, Ze plati [p — q| > 10711,

3B) Necht K, L, M,N jsou po fadé stiedy stran AB, BC, CD, DA ¢tverce
ABCD. Oznac¢me P, Q, R, S po fadé pruseciky piimek AL a BM, BM a CN,
CN a DK, DK a AL.

«) Dokazte, ze ¢tyfihelnik PQRS je ¢tverec.

B) Urcete, v jakém poméru jsou obsahy ¢tvercit PQRS a ABCD.

(1996/3)
1) V oboru redlnych ¢isel feste goniometrickou rovnici
1—-¢
8% _ 2 cos 2x.
1+tga

2) Je déna kruznice k(S;r) a bod M, |[MS| = m > r. Sestrojte pfimku p
prochazejici bodem M tak, ze kruznice k na ni vytina tsek dané délky s.
3A) Urcete vSechna pfirozend ¢isla n, pro néz je ¢islo 3™ 4+ 1 délitelné
«) dvéma, B) étyfmi, ) osmi.
Svou odpovéd zdtvodnéte.
3B) Necht a, b, ¢ jsou redlna cisla.

«) Dokazte, ze plati nerovnost 3 (ab + be + ca) < (a + b+ ¢)?. Zjistéte, kdy
plati plati rovnost.

B) Jsou-li a,b, c délky stran trojihelniku, pak plati nerovnost
(a+b+c)? < 4(ab+ be+ ca).

Dokazte.
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(1997 / 1)
1) V oboru redlnych ¢isel feste vypocétem i graficky soustavu rovnic

20 —y = 3,
y—4 = +/x(12 —x) —11.

2) Je dan obdélnik KLMN takovy, ze |KL| = 2|LM|. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC, kde A = N tak, aby vrchol B lezel na pfimce KL a vrchol C'
na kruznici k(M;r = |ML]).

3A) Je dan ¢étyfstén ABCD, kde
|AB| = |AC| = |BD| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b.

Ozna¢me M, N po tadé stfedy hran BC, AD.
«) Dokazte, ze pfimka M N je kolmé k hrandm BC a AD.
B) Vyjadiete délku tsecky M N pomoci danych hodnot a,b.

1997

3B) Je déna ciselnd posloupnost (uy,),2, v niz pro kazdé prirozené €islo n

(3 <n <1997) plati
Up = 2Up 1 — Up—2, up = 1997, uigg7r = 1.

a) Dokazte, Ze vSechny ¢leny této posloupnosti jsou pfirozend ¢isla.
B) Urcete, kolik ¢lenti této posloupnosti jsou ¢isla délitelnd péti nebo sedmi.

(1997/2)
1) Podstava trojbokého jehlanu lezi v roviné p: 3z — 2y + z + 3 = 0, vektory

boc¢nich hran jsou @ = (3;—2;1), v = (—1;0; —4), W = (1;—-2;0), vrchol
jehlanu je V' = [2; —1; 3]. Vypoctéte objem jehlanu.

2) Cisla ay, az, as, a4, as maji tu vlastnost, ze prvni tii tvofi geometrickou
posloupnost a posledni ¢tyfi posloupnost aritmetickou. Urcete tato ¢isla, jestlize
plati as + ag + a4 + a5 = 4 a zaroven soucin as - a5 = —8.

3A)

«) Uréete pocet vSech délitelt ¢isla 25200 v oboru pfirozenych ¢isel.

B) Uréete vSechna dvojmistnd piirozena cisla, kterd maji pravé 12 rtznych
délitela v oboru pfirozenych ¢isel.

3B) Je déna rovnice sinz + bcosz = 1 s redlnym parametrem b. Reste tuto
rovnici v oboru redlnych cisel

a) prob=1,
B) pro b= /3.
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(1997/3)

1) Jsou dany tfi soustfedné kruznice a, b, ¢ o stfedu S' a polomérech r, = 2,5cm,
ry = 3,5cm, 7. = 4,5 cm a bod B € b. Sestrojte rovnostranny trojihelnik ABC
tak, aby A € a, C € c.

2) Cisla k, I, m jsou tfemi po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti a
¢isla I, m, n tfemi po sobé jdoucimi ¢leny geometrické posloupnosti. Najdéte
¢isla | a m, jestlize k = —5 a n = 45.

3A)
«) Uzitim principu matematické indukce dokazte Cauchyho nerovnost: Necht
n je pfirozené éislo, x;,y; (i = 1,2,...,n) jsou redlnd ¢isla. Pak plati

(@3 +a5+... +22)Wi+ys+.. . Fy2) > (@ + 22y2 + ..+ Tayn)?

B) Uzitim Cauchyho nerovnosti feste nasledujici ilohu: Necht realné ¢isla a, b
vyhovuji podmince a? + b? = 3. Urdete nejmensi hodnotu vyrazu
1 1
3B) Do rovnostranného trojihelniku ABC' o strané délky a jsou vepsany tii
shodné kruznice o poloméru r, které se vzajemné dotykaji. Kazda z nich se
pfitom dotyka dvou stran daného trojuhelniku. Vyjadfete r pomoci a.

(1998/1)

1) Sestrojte kruznici k£ o poloméru 3 cm, kterd se dotykd dané pfimky p a na
dané pfimce g vytind tétivu délky 4 cm.

2) V oboru realnych &isel feste rovnici 2 sin? x = 2—pcotgx, kde p > 1 je redlny
parametr.

3A) Je dan rovnobéZnik ABCD. Uvnitt jeho stran AD, BC a thlopticky AC
jsou po fadé dany body K, L a M tak, ze plati 5 |AK| = |AD|, 4|AM| = |AC|
a 5|BL| =2|BC|.

«) Dokazte, ze body K, L, M lezi na jedné pfimce.

B) Urcete, v jakém poméru déli bod M tsecku KL.

3B) Nékladni automobil A; za¢al odvazet stavebni material a praci mél dokon-
¢it za x dni (z € N, 2 > 3). Od 4. dne mu vSak zacala pomahat auta Az a
As, pfi¢emz auto As dosahovalo trvale % vykonu auta A, ale auto As pouze
% vykonu auta A;. VSechna tfi vozidla dokonéila spole¢né celou praci za y dni
(po jejim zah&jeni autem A;).

«) Urcete funkéni zavislost y = f(x).

B) Pro kterd x < 60 jsou piislusna y rovnéz pfirozena éisla.
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(1998/2)
1) V oboru realnych ¢isel feste rovnici

cosx + cos2x + cos 3z = 0.

2) Je déna kruznice k(S;r) a pfimka m. Sestrojte pfimku p || m tak, aby
kruznice k£ na ni vytinala tisecku dané délky v.

3A) Necht a, b jsou redlna ¢isla, pro néz plati a? + b? = 1. Bez pouziti diferen-
cidlniho poctu

«) urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu soucinu a - b,

B) urlete nejvétsi a nejmensi hodnotu souétu a + b.

3B) V lichobé&zniku A3 As AsAs (A1As || AsAy) je P prusecik jeho uhlopficek a
S; je obsah trojuhelniku A;A; 1P (i =1,2,3), kde A5 = A;.

a) Dokaizte, 7e plati S3 = S - Ss;

B) vyjadfete obsah S lichobézniku A; A As A4 pomoci Sp a Ss.

(1999/1)
1) V mnoziné C vSech komplexnich &isel feste rovnici

2 +2-2i=0.

2) Je déana kruznice k(S;7) a bod A, kde [SA| = 5. V kruznici k sestrojte
v8echny tétivy XY délky a, které prochazeji bodem A. (Konstrukci provedte
proa=187.)

3A) Je déna posloupnost (a,,) pfirozenych &isel, kde a,, = 2" (n =0,1,2,...).

a) Kterou ¢islici konéi desitkovy zapis ¢isla ajgg9?

B) Dokazte, Ze soucet kazdych t¥i po sobé jdoucich ¢élent této posloupnosti
je délitelny cislem 7.

~v) M4 néktery ¢len této posloupnosti ciferny soucet 19987 Svou odpovéd
zdtivodnéte.

3B) Necht ABCD je pravothelnik, jemuZ je opsdna kruznice k o poloméru 1,
a necht M je libovolny bod této kruznice.

«) Dokaite, e plati rovnost |[MA|?> + |MB*> + |MC|> + |MDJ* =8

B) Je-li ABCD ¢&tverec a M libovolny vniténi bod kratsiho oblouku AB kruz-
nice k, je ihel AM B rozdélen pfimkami MC a M D na tietiny. Dokazte.
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(1999/2)

1) Rovina p je dédna body A, B, C, rovina ¢ pfimkami p, ¢:
A=1[4-33], B=[1;4-6],C=[-32-1],
prx=4+2t,y=3—1t, z=1+4t,t e R;
qg:r=3+3s,y=3—2s,z2=—-2+5s,s€R.

«) Najdéte obecné rovnice rovin p, o.
B) Urcete odchylku rovin p, o.
~v) Napiste parametrické vyjadieni prisecnice r = p N o.

2) Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li déno v, ¢ : t., r, kde r je polomér kruznice
opsané a v < 90°. Grafické znazornéni konstrukce provedte pro v = 60°, ¢ : t. =
=15,r=>5cm.

3A)

«) Dokazte, ze ¢islo 5™ 47, kde n je pFirozené ¢islo, je délitelné ¢islem 8, prave
kdyz n je sudé.

B) Uréete, kterym trojéislim konéi ¢islo 51999 + 7, a stanovte pocet jeho éislic.

3B) Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD s vyskou v = 20 cm a ramenem
b = 25 cm. Uvnitf jeho ramen BC' a DA uvazujme po fadé body L, N a M, K
tak, ze

1
|AK| = |DM| = |BL| = |CN| = ¢ |AD,
pricemz tsecky KC' a DL se protinaji v bodé tsecky M N.

«) Urcete délky zdkladen lichobé&zniku ABCD.
B) Urcete odchylku thlopficek.
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(2000/1)

1) Komplexni ¢islo

24/3 — 2
a=——
V3+i

vyjadiete v algebraickém tvaru, znazornéte v Gaussové roving, vypoctéte |a| a
pak vyjadfete ve tvaru goniometrickém.

2) Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno b = 4 cm, § = 60°, v,. Provedte
diskuzi. Konstrukei provedte pro pfipad v, = 3 cm.

3A) Dokazte, ze vyraz
A(n) =n (2n® +3) (40> — 1)
je pro vSechna prirozena n délitelny péti. Co plati pro paritu vyrazu?

3B) Je dan lichobéznik ABCD se zékladnami AB a CD, kde |AB| = a a
|CD| = c. Stfedy zdkladen AB, C'D ozna¢me po fadé F a F.

«) Dokazte, Ze pfimka E'F prochazi prusec¢ikem P jeho Ghlopricek AC a BD.
B) Zjistéte, v jakém poméru déli bod P usecku EF.

(2000/2)

1) Reste rovnici a provedte zkousku:

1 = V1252 z
= (57" = (v5)
54 25

2) Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno a = 2,5 cm, ¢ = 5 cm, «. Provedte
diskuzi. Konstrukei provedte pro @ = 15°. Navrhnéte dva rtzné postupy kon-
strukce.

3A) Urcete, pro kolik uspofddanych dvojic (z,y) pFirozenych ¢&isel plati
x -y = 10000.

Dale urcete, které z téchto dvojic dava nejmensi soucet x+y. Formulujte a feste
podobnou tlohu pro trojice (z,y, z) a soucin 1000 000.

3B) V roviné je ddna tsecka AB a necht @ je jeji vnitini bod. V jedné z polorovin
vytatych piimkou AB jsou sestrojeny dva rovnostranné trojihelniky AQP a
@BR. Uréete mnozinu stiedt S tseéek PR pro vsechny vnitini body @ tusecky
AB.
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1995
SZZ M-X (1995/1)

1) Reste v oboru realnych ¢isel rovnici

3x+1971+x+x2+x3+
7T 4 42 43 T

Resent.

Pravé strana rovnice je vyjadiena jako nekonecné geometrické fada s prvnim
¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢ = 7. Je zndmo, Ze soucet této fady je konecny
(fada konverguje), pravé kdyz |q| = || < 1. Odtud plyne = € (—4,4).

Vyuzijeme vzorec pro vypocet souctu nekonecné geometrické rady s kvocien-

tem || < 1:
ai

S =
1—g¢q

Po se¢teni fady na pravé strané rovnice (za podminky z € (—4,4)) méme

3r+19 1
7 1-¢&
a po upraveé
3r+19 4
7 4—2z’

32?4 Tz — 48 = 0.
Diskriminant uvedené kvadratické rovnice je D = 49 + 12 - 48 = 625, tedy

744625 7425
6 6

1,2 =

Dostavame tak dva kofeny z; = 3 a 2o = 713—6, ovSem kofen zy nespliiuje
podminky tlohy.
Kofenem dané rovnice je x = 3.

2) Je dan trojuhelnik RTS, pro velikosti jehoz stran plati |RT| = 7 cm,
TS| = 5cm a |SR| = 6 cm, a déle kruznice k(S;r). Sestrojte kruznici h,
ktera se dotyka piimky p = <>RT v bodé T a soucasné se dotyka kruznice k.
(Pii grafickém provedeni konstrukce volte r = 2 cm.)

Reseni.
Rozbor: Jde o Pappovu dlohu (T € p, k), kterou lze TeSit

a) uzitim stejnolehlosti kruznic k a h se stfedem stejnolehlosti v jejich bodé
dotyku M (viz obréazek),

b) pomoci chordal uzitim pomocné kruznice m dotykajici se pfimky p v bodé T'.
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Konstrukce:

R

o;01lpAnSed

T:;T €d Nk

M; MeTT' Nk

0; 0O € -+SMno, kde (o Lp)A(T € o)
h; h(O;r = |0T))

AN

Diskuze: Necht
. |RT| +|TS|+ |SR|

v=v(S,<RT), 5
Pak
1
Sarrs = 5 |RT|-v = Vs (s —[RT|)- (s —|TS[)- (s — |SR]),
Tv = V216,
V= —6\/6
==
a uloha

mé 2 feseni pro r € (0;v = % cm) nebo pro r > |ST| =5 cm,
mé 1 feSeni pro r € <v = % cm; |ST| =5 cm),
nem4 feseni pro r = |ST| = 5 cm.
Zkouska: Nalezené kruznice odpovidaji zadani, coz vyplyva z vlastnosti stejno-

lehlosti a postupu konstrukce.
Pozndmka: Reseni pomoci chordél naleznete napi. v [9].
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3A) Je dan obdélnik ABCD, v némz pro velikost a thlu CAB plati a < 30°.
Na jeho strané BC je zvolen bod P. Sestrojte body K, L lezici po fadé uvnit¥
useéek AC, AP tak, aby platilo |AK| = |KL| = |LC|. Zdivodnéte, pro¢ je
v tloze podminka o < 30°.

Reseni. Ze zadani plyne, ze trojuhelniky AKL a KLC jsou rovnoramenné se
zékladnami (po fadé) AL a CK.

D C
5
P
K_—¢ L
al s
A B

Ve shodé s oznacenim na obrazku plati
e=|4KCL|=|94CKL| =2|9KAL| =2(a — f).

Odtud jiz plyne konstrukce bodd K, L. Bod L je prisec¢ikem polopfimky s po-
¢atkem C|, kterd svird s polopfimkou C'A thel velikosti ¢ (a lezi soucasné v po-
loroving CAB) s tseckou AP. Bod K je prisecikem osy usecky AL a piimky
AC. Tim je jednoznacné dana konstrukce obou bodi K, L.

Protoze € = 2(a — () plati (viz obrazek)

e=2(a—pf) <90° — q,
tj.
3a < 90° 4+ 2 6.

Protoze 0° < 8 < a, je 3a < 90°, a tedy a < 30°.

3B) Urcete viechna cela ¢isla p, pro néz je éislo ¢ = p3 + 14 délitelné
«) Cislem 3,
B) éislem p + 2.
Resend.
«) Uvazujme nasledujici t¥i pfipady:
(i) Je-li p ve tvaru p = 3k, dava p> + 14 pii déleni tfemi zbytek 2, nebof
p? je délitelné tfemi a ¢islo 14 déva pii déleni tiemi zbytek 2.
(i) Je-li p =3k + 1, je p3 + 14 délitelné tfemi pro vSechna k cel.
iii) Je-li p = 3k + 2, dava p> + 14 pii déleni tfemi zbytek 1.
(iii) p : P p y
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Zdver. Cislo ¢ = p® + 14 je délitelné tfemi, pravé kdyz p je ve tvaru
p =3k + 1, kde k je libovolné celé ¢islo.

B) Upravme nejprve zlomek

pP+14  (p*+8)+6

6

2

=p°—2p+4+ ——.
p+2 p+2 b P p+2

Tento zlomek, jemuz odpovida zkoumany podil, nabyva celo¢iselnych hod-
not, pravé kdyz je p + 2 celociselnym délitelem c¢isla 6, tj. pravé kdyz

p+2 € {£6;+3;+2; £1}.
Cislo p3 + 14 je tedy délitelné ¢islem p + 2, pravé kdyz
p e {8 —5;—4;-3;—-1;0;1;4}.

Tim je tloha vyfeSena.
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SZZ M-X (1995/2)

1) Urlete v Gaussové roviné obor pravdivosti vyrokové formy o proménné z € C:
< 1> .
Resent.

Prvni z vyrazt, tedy |z — 4 4+ i] < 3, odpovidd v Gaussové roviné kruhu se
stfedem S = [4; —1] o poloméru 3.

z—1
z+ 31

(|z4+i§3)\/(

Im

Re

Druhy vyraz

z—1

z 4+ 3i

upravime vyndsobenim obou stran nerovnice vyrazem |z + 3i|. Tento nikdy
nenabude zapornych hodnot, tedy znaménko nerovnosti zistava nezménéno.

|z —1i| < |2+ 3i].

Vyrazy |z — i|, resp. |z + 3i|, ur¢uji vzdalenost komplexniho ¢isla z od éisla i,
resp. od ¢isla —3i. Hleddme tedy mnozinu komplexnich ¢isel, jejichz vzdéalenost
od ¢cisla i je mensi nebo rovna nez vzdalenost od c¢isla —3i. Tomu odpovida
polorovina:

Im

—3it

Zavér. Oborem pravdivosti vyrokové formy je sjednoceni vyse definovaného
kruhu a poloroviny.
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2) V pravouhlé soustavé soufadnic je ddna elipsa tak, Ze jeji hlavni poloosa
splyva s osou x a stied elipsy S lezi v pocatku. Trojuhelnik ADC, kde A je
hlavni vrchol a C, D vedlejsi vrcholy elipsy, je rovnostranny. Velikost hlavni
poloosy a je 3 cm. Bod X je libovolny bod elipsy.

«) NapiSte rovnici této elipsy.
B) Uréete soufadnice ohnisek E, F'.
v) Rozhodnéte, ktery z trojihelnikit EFX m4 nejvétsi obvod.
0) Rozhodnéte, ktery z trojuhelnikit EF X mé nejvétsi obsah.
¢) Napiste rovnici teény elipsy prochazejici bodem M = [2; —1].
) Elipsu narysujte.
Resend.
Trojtahelnik ADC' je rovnostranny, tj. |AD| = |AC| = |CD| = 2b.
Y
C

D

«) Z pravothlého trojihelniku ASC vypoéteme velikost vedlejsi poloosy b.
Plati

a®+b* = (2b)?,
a® = 3b?,
a protoze a = 3, dostaneme

30 =9=b=1/3.

Stfedova rovnice dané elipsy ma tvar

22 2
—+ = =1
9+3

B) Z pravothlého trojuhelniku SFC vypodteme excentricitu e elipsy:
?=a?-=e2=6=e=6.
Souradnice ohnisek jsou tedy

E:Pﬂ@m} F:b@ﬂ.
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v) VSechny trojahelniky EFX maji tyZ obvod, coz plyne z definice elipsy
jako mnoziny vSech bod X roviny, které maji od dvou danych (rtiznych)
bodt E, F stejny soucet vzdalenosti (2a).

0) Maximalni obsah maji trojthelniky EFC a EFD, nebot pro kazdy bod
X dané elipsy rizny od C nebo D plati v(X,z) < v(C,z) = v(D, x).

¢) Vzhledem k tomu, Ze bod M][2; —1] lezi ve vnitini oblasti dané elipsy,
nebot % + % < 1, nelze sestrojit te¢nu této elipsy jdouci danym bodem.

) Pomoci Eukleidovy véty o vysce sestrojime tisecky délek V3 a v/6. Déle na-
rysujeme osy elipsy (osy soufadnic) a vyznacime hlavni a vedlejsi vrcholy
a ohniska. Elipsu sestrojime bodové pomoci oskula¢nich kruznic a definice
elipsy. Stfedy oskulac¢nich kruznic O; a O jsou priseciky piimky n L
<+ AC prochazejici bodem N = [z4;yc] (v nasem piipadé N = [-3;/3])
s osami elipsy. Bod X elipsy sestrojime podle definice nasledovné: Zvo-
lime libovolny bod tusecky AB a oznadime ho J. Bod X; pak nalezneme
jako priisecik kruznic k(E;r = |AJ|) a k'(F;r = |BJ|). Konstrukci opa-
kujeme pro body Xo, X3,...,X,,. S vyhodou lze vyuzit téZ soumérnosti
elipsy podle os.

Y
n ¢ X
01 02
01
A\ E S J F |B €T
D Xi
O,

3A) Urcete vSechny dvojice (z,y) celych ¢isel, pro néz plati
83 — ¢ =37.

Resent.
Uzitim znédmého vzorce pro rozdil t¥etich mocnic dvou redlnych ¢isel mame

8% — 3 = (22 —y) (43v2 + 2xy + yz) .
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Vzhledem k tomu, Ze prvni z Cinitelti na pravé strané pouzité rovnosti je evi-
dentné mensi nez druhy, lze prvocislo 37 rozlozit na soucin dvou celych cisel
pouze dvéma zplsoby, a to 37 =137 = (—1) - (—=37).

a) 2z —y = 1) A (42% + 22y + y* = 37). Z prvni rovnice pfitom plyne
y = 2x — 1. Po dosazeni do druhé rovnice a nasledné tpravé dostaneme
kvadratickou rovnici s neznamou x:

222 — 2 —-6=0,

ktera ma oba kofeny realné, a to x1 = 2 a x2 = —%. Prvnimu (celoéisel-

nému) kofenu odpovida y = 3.

B) (22 —y = —37) A (42° + 22y + y* = —1). Podobné jako v prvnim pifpadé
i zde dostaneme po tpravé kvadratickou rovnici s neznamou x:

622 + 111z + 685 = 0,
ktera vSak nema zadny celociselny kofen.

Zavér. Jedinym celoéiselnym feSenim dané diofantovské rovnice je dvojice (z,y) =
=(2,3).

3B) Sestrojte lichobéznik ABCD (AB || CD), jsou-li dany délky jeho stran AB,
CD a délky obou jeho thlopiicek AC, BD.
Reseni.

Uvazujme posunuti v roviné, které dano vektorem 178, v némz D — C,
B — B’, a proto se tsecka BD zobrazi na tisecku B'C' téze délky (viz obrazek).

A a B ¢ B’

Ve shodé s obrazkem ozna¢me |AB| = a, |AC| = ¢, |CD| = |BB'| = c a
|BD| = |B'C| = f. Z obrazku je déle patrné, Ze lze sestrojit trojahelnik AB'C)
v némz plati |AB'| = a + ¢, |B'C| = f a |[AC| = e. Tento trojuhelnik vsak
existuje, pravé kdyz délky jeho stran splituji trojihelnikovou nerovnost (nutnou
a postacujici podminku pro existenci trojihelniku AB’C), tj. pokud plati napf.
et f>a+c>le— f]

V takovém pfipadé ma tloha pravé jedno feSeni v dané poloviné vymezené
pfimkou AB. (Konstrukce vrcholt B a D hledaného lichobé&zniku ABCD je
pfitom ziejma.)
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SZZ M-X (1995/3)
1) Uréete lokalni extrémy funkce y = 4023 + 5z — 45,

Resend.
Defini¢nim oborem uvedené spojité funkce jsou vSechna redlna c¢isla, nemu-
sime se tedy zabyvat funkénimi hodnotami krajnich bodd defini¢niho oboru.
Nejprve najdeme stacionarni body funkce: Prvni derivaci funkce polozime
rovnu 0.

y' = 1202% + 202° — 202" = 0
—202° (z* —z—6) =0
Odtud bud z; = 0, nebo (22 —2—6) = (z — 3)(z+2) = 0. Resenim kvadratické
rovnice jsou dalsi dvé x-ové soutadnice staciondrnich bodt xo = —2 a x3 = 3.

Druh lokélnich extrému 1ze urcit na zédkladé monotonie.
Znaménka prvni derivace funkce na jednotlivych intervalech, na néz rozdéli
interval (—o0, +00) zjisténé staciondrni body, zapiSseme do prehledné tabulky

interval (=00, —2) | (—=2,0) | (0,3) | (3,00)
sgny’ - + + -
monotonnost klesa roste roste | klesa

Z tabulky je zfejmé, ze dana funkce nabyva v bodé —2 lokalni minimum
(f(=2) =112) a v bodé 3 lokalni maximum (f(3) = 513).

2) V oboru realnych ¢isel feste rovnici
logy, V2 — logy (22 — 7,5) = 1.

Reseni. Nejprve stanovime podminky fegent:
15 15
(2x>0)/\<2x7>0> S>>

Rovnici upravime:
log, V2 = log, 2 + log, (22 — 7,5),
log, V22 = log, (4 — 15).

Rovnaji-li se logaritmy s tymz zdkladem, rovnaji se i logaritmované hodnoty.

Tedy
V2x = 4x — 15.

Odtud dostaneme po umocnéni na druhou a tupravé kvadratickou rovnici

1622 — 1222 + 225 = 0,
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jejiz koteny jsou

18 _ 25
— Ty

Hodnota z2 nevyhovuje podminkdm feSeni. Zkouskou se snadno pfesvédcime,
Ze koren % vyhovuje.

3A) Dokaite, Ze ¢islo A = 10353 + 53193 je délitelné tiemi. Pokuste se najit
néktera dalsi prirozena ¢isla, jimiz je ¢islo A délitelné.

Reseni. Vyuzijeme algebraickych vzorcti pro rozklad vyrazu typu X" — Y™,
resp. X" +Y", kde X, Y jsou libovolné redlné ¢isla a n libovolné prirozené ¢islo

(v ptipadé prvniho vyrazu), resp. pro libovolné liché ¢éislo (ve druhém vyrazu).
Dané ¢islo A upravime néasledujicim zptisobem:

A =103% + 5319 = (103%3 — 1) + (53193 + 1)

Aplikaci vySe zminénych formuli pro X =103 a Y = 1 (v prvni zévorce), resp.
X =53aY =1 (ve druhé zavorce), vidime, Ze plati

A=(103—1)P+(53+1)Q

kde P a @ jsou prirozena cisla, kterd obdrzime aplikaci obou vyse zminénych
vzorcl. Odtud jiz bezprostiedné plyne

A =102P + 54Q = 3(34P + 18Q)).
Tim jsme dokazali, ze 3 | A.

Snadno vidime, ze 2 | A, tudiz 6 | A. Podobny zptisobem lze dokézat, ze také
plati nap¥. 13 | A, a proto 26 | A a také 39 | A.

3B) Necht X je libovolny vnitini bod daného rovnostranného trojthelniku ABC
o strané délky a. Body K, L, M necht jsou paty kolmic z bodu X po fadé ke
stranam BC, C A, AB. Dokazte, Ze vyraz

w=|KX|+|LX|+ |MX|
je konstantni (nezavisi na volbé bodu X) a uréete hodnotu w.

Reseni. Pro obsah S4pc daného rovnostranného trojuhelniku ABC' plati

Sapc = SaBx +SBex + Scax =

1 1 1 1
=5 a |MX|+ 5 a |[KEX|+ 5 a-|LX| = 5 a(KX| + |LX|+ [MX]).
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A

Na druhé strané ale plati

1
SABC:§'G'U7

kde v je vyska rovnostranného trojiuhelniku ABC. Porovnanim obou vztahi
dostaneme
w=|KX|+|LX|+ |MX|=wv,

coz je (v daném rovnostranném trojihelniku) konstanta. Tim je ditkaz uzavien.
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SZZ M-X (1995/4)

1) V oboru redlnych ¢isel feste rovnici
(3 — tg?2)(cos 2z + Hsinz + 2) = 0.
Reseni.
Podminky fesitelnosti: Funkce tgz je definovand pro x # 5 + kw, kde k € Z.

Leva strana dané rovnice je rovna nule, kdyz:

a) tg2z = 3, tj. | tgz| = v/3. ReSenim této rovnice je:

2
$1=g—|—kﬂ'7 $2:?7r+k71’7 keZ.

b) cos2z + 5sinx + 2 = 0. Po upravé levé strany

2

cos2z + 5sinx + 2 = cos>z — sin® x + 5sinz + 2 = —2sin®z + 5sinx + 3

dostaneme rovnici
.. 2 .
2sin“x —5sinz — 3 =0.

Zavedeme-li substituci y = sin z, dostaneme
2y? — 5y —3=0.

Tato rovnice mé dva kofeny y3 = 3 a y4 = f%.
Vzhledem k pouzité substituci zjistime, Ze kofen y3 = 3 nevyhovuje pro zadné

realné x, proto y = sinx = f%, a obdrzime tak FeSeni
T 117
mng—&—Qk‘ﬂ', m4:?—|—2k7r, keZ.

Zaveér. Resenim rovnice jsou ¢isla
2w 117

7
x1=g+kﬂ'7 1‘223-1-16777 333:%1——5-2]6‘71'7 m4:?+2k7"7

kde k € Z, ktera odpovidaji podminkam fesitelnosti.
2) V roviné jsou dény dvé rizné piimky a, b a bod M. Sestrojte kruznici k,
ktera se dotyka primek a, b a prochazi bodem M.

a) Provedte diskuzi feSeni tlohy vzhledem k riznym moZnostem vzijemné
polohy pfimek a, b a bodu M

B) Provedte konstrukci pro ptipad, Ze a, b jsou rtiznobézky a bod M nelezi
na zadné z nich.
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(a AN (M & a) N (M ¢b) = existuji 2 Feeni
(aff ))N(M eaVvMeb)AN(M#V)AN(V €anb) = existuji 2 Feseni
(a }f b) A (M = V) = neexistuje zaddné Feseni
Ib) A (M je vnitinim bodem pasu uréeného piimkami a, b) = existuji
2 TeSeni
YA (M € aV M € b) = existuje 1 FeSeni
)A(M neni vnitinim bodem pasu uréeného piimkami a, b) = neexistuje

adné reSeni

B) Rozbor: Uloha patii mezi Apolloniovy tilohy a v piipadé 1) z diskuze
z Gasti a) se Fe§i pomoci stejnolehlosti se stfedem V' uzitim pomocné kruz-
nice k' stejnolehlé s k a dotykajici se piimek a, b.

Konstrukce:

. 0; 0 je osa ruznobézek a, b

K E(Sr), kde ST € oA =v (5, a)
.MM ek N« VM, kdeV eand
.oy p || S M AMep

.S S€onp

.k k(S;r = |SM])

S U W N

Zkouska: Kruznice k mé pozadované vlastnosti, nebot je obrazem kruZnice
k' ve stejnolehlosti se stfedem V' a soucasné M € k.
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3A) Urcete vSechny dvojice (z,y) pfirozenych ¢isel, které vyhovuji rovnici
z? —y? =1995.

Resend.
Upravme levou stranu dané diofantovské rovnice podle znadmého vzorce pro
rozdil druhych mocnin a dostaneme tak

22—y = (z — y)(z +y) = 1995. (1)

Vzhledem k (1) a k tomu, Ze  a y jsou pfirozena ¢isla, jsou také x —y a z +y
pfirozené cisla. Plati pfitom

1<z—-—y<z+y<1995.

Pravou stranu dané rovnice (¢islo 1995) rozlozme na souéin dvou ¢initeld, z nichz
prvni je mensi nez druhy. Mame tak

1995=1-1995=3-665=5-399=7-285=15-133 =
=19-105=21-95=35-57.

Dale rozebereme jednotlivé pripady. Z prvniho rozkladu plyne:

r—y=1
rz+y=1995

Resenim této soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych z, y dostaneme jediné
feseni

(x,y) = (998,997).
Podobné ur¢ime vsechna feseni dané rovnice.

Zdvér. Dané rovnici vyhovuje nésledujicich 8 dvojic pfirozenych ¢isel (x,y):
(998,997), (334,331), (202,197), (146,139), (74,59), (62,43), (58,37), (46,11).

3B) Do rovnostranného trojihelniku ABC' o strané délky a jsou vepsany tii
shodné kruznice o poloméru r, které se vzajemné dotykaji. Kazda z nich se
pritom dotyka dvou stran daného trojuhelniku. Vyjadfete r pomoci a.
Resend.

Oznac¢me K, L, M stiedy uvazovanych t¥i shodnych kruznic podle obrazku.
Délku strany daného rovnostranného trojahelniku ABC' pak muzeme vyjadrit

2r

— 2+ 21 V/3.
te 30° r2r- 3

|AB| =a=2r+

Odtud po tpravé obdrzime hledany vztah

o (v3-1)
1)
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30° 30°
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1996
SZZ M-X (1996/1)

1) Reste v oboru redlnych ¢isel soustavu rovnic a provedte zkousku

3tg3m+20052y—2\/§ =0,
2tg3x - cos2y+3 = 0.

Reseni.
7 druhé rovnice soustavy
2tg3x - cos2y+3 =0

vyjadiime

tgdx =
& 2 cos2y

a dosadime do rovnice prvni, dostaneme

+2cos2y — 2v/3 = 0.
2 cos2y

Po tpravé a substituci z = cos 2y ziskame kvadratickou rovnici

422 — 432 -9=0,

jejiz kofeny jsou z1 = —\/75 a 2o = ?’Qﬁ Vzhledem k substituci tak médme dvé
rovnice
cos2y = 7—3 a cos2y = %
Y= Y=o
Rovnice
3v3
cos2y = —
2
nem4é v oboru redlnych &isel feseni, nebot % > 1.
Rovnice
2 V3
cos2y = ——
Y=
ma kofeny
5T T
= — +Im, = — +m, leZ.
Y11= 15 +im Y2 = 15 + i

Dopocitame odpovidajici hodnoty x. Protoze

tgdr = ————,
&t 2 cos2y
dostavame tg 3x = \/§, odkud
T  km
=—+4+—, keZ.
TSt

39



Zkousku provedeme pro usporadané dvojice

7 kr 5w 7 kr Tr
2y ver =Y - 7 Z.
l9+3,12+l7r, 9+3,12+l7r,k‘67l€
Zkouska:
3
L1=3\/§+2<—§>—2\/§=0:P17
3
L2:2\/§~<—§>+3:0:P2.

Zaveér. Resenim soustavy rovnic jsou usporadané dvojice

m km 5w } |:7T km 7w
. +k7T , .

LU §+?,E+kw}, ke, le

9+3’12

2) KuZelosecka je ddna rovnici

2? +4y* — 4+ 8y — 12 =0.

«) Napiste stfedovou rovnici této kuzelosecky a kuzelosecku charakterizujte.

B) Danou kuzelosecku sestrojte. (Potfebné odmocniny konstruujte euklidov-
sky.)

v) Vypoditejte soufadnice vrcholi étverce do této kuzelosecky vepsaného a
narysujte ho.

a) Obecnou rovnici kuzelosecky upravime na rovnici stfedovou:

2?4+ 4y —4x+8y—12=0,

(2% — 4z +4) + (4y* + 8y +4) — 20 = 0,

(z —2)? +4(y + 1) = 20,
(-2 @+1?

(V202 (V5)?
Danou kuzeloseckou je tedy elipsa, pro kterou plati: a = v/20 = 2/5,
b=1+/5, S[2;—1].

B) Nejprve vypodéteme excentricitu a potfebné odmocniny sestrojime uzitim

Eukleidovy véty o vysce. Bodova konstrukce elipsy je popsana v feSeni
prikladu 1995/2/2.
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v) Dva z hledanych vrcholéi ¢tverce budou lezet na piimce m prochazejici
stfedem elipsy a svirajici s kladnym smérem osy x thel o velikosti 45°.
Smérnicovy tvar rovnice této primky je tedy y = x — 3. Dosazenim za y
do stfedové rovnice elipsy a tpravou dostavame

2? —dx =x(x —4) =0,
odkud 1 = 0, 3 =4 a y; = —3, y2 = 1. Soufadnice zbyvajicich dvou
vrchold nalezneme vyuzitim osové soumérnosti elipsy: z3 = 0, 4 = 4 a

ys = 1, y4 = —3. Hledany ¢tverec méa vrcholy v bodech

K =10;-3], L=1[4;-3], M =[4;1], N =[0;1].

Y
m
N ¢ M.
i N
A\ FE S F |/B
L
K D

3A)
«) Dokazte, Ze pro libovolny rovnobéznik plati véta: Soudet druhych mocnin
délek vSech jeho stran je roven souctu druhych mocnin délek jeho thlopticek.
B) Vyslovte analogické tvrzeni v prostoru a dokazte je.

Resent.
«) Uvazujme rovnobéznik ABCD, v némz plati a = |AB| = |CD|,b = |BC| =
=|DA|, e =|AC|a f =|BD,|.

D a C
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Uzitim kosinové véty v trojuhelnicich ABC a BC'D mame

e? = a%? 4+ b% — 2abcos f,
f? = a® 4+ b? — 2abcos (180° — B) = a? + b2 + 2abcos j,

kde 8 znaci velikost vnitfniho tthlu pfi vrcholu B v tomto rovnobézniku. Secte-
nim obou vys$e uvedenych rovnosti dostaneme

e?+ fF=2(a*+0%),

coz dokazuje dané tvrzeni.

B) Uvazujme v prostoru rovnobé&znostén ABCDEFGH, jehoz stény tvoii rov-
nobé&zniky (obrazek vlevo dole).

G

Uvazujme rovnobéznik ACGE, tj. fez rovnobéZznosténu rovinou obsahujici uve-
dené ¢tyfi vrcholy. V ném (pii oznacdeni podle levého obrazku) plati

e+ fF=2u*+c). (1)
Podobné z pravého obrazku plyne

g +hr* =2 +c). (2)
Se¢tenim vztah (1) a (2) dostaneme

e+ fP+g*+h*=2(u*+0%) +45 (3)

Opétovnym vyuZitim vysledku z ¢asti a) ale vidime, Ze rovnéz plati

u? +0* =2 (a® +b?),
coz po dosazeni do (3) dava

e+ P+g?+h=4(®+b0*+). (4)

42



Analogické tvrzeni v prostoru ma tedy nésledujici tvar:
Necht a, b, ¢, d jsou délky hran a e, f, g, h délky télesovijch uhlopTicek libo-
volného rovnobézinosténu. Pak plati vztah (4).

3B)
«) Uréete vSechny dvojice (x, y) redlnych ¢éisel, které vyhovuji soustavé rovnic

[z + 1+ 1yl = 2,
y+4 = |2x|.
Danou soustavu znazornéte graficky.

B) Provedte diskuzi fesitelnosti soustavy rovnic

lz+ 1+ [y = 2,
y+a=|2z|

vzhledem k redlnému parametru a.
Resend.
«) Podrobnym rozborem (odstranénim absolutnich hodnot v jednotlivych pii-

padech) zndzornime v kartézské soustavé soufadnic mnoziny vech bodii o sou-
fadnicich (z,y), které vyhovuji obéma rovnicim dané soustavy.

)\y
1o
B \ y+4 = |2z
, /
-3 / 2 x

|z + 1|+ |y| =2

—4

Prusec¢ikim A, B graf obou mnozin odpovidaji redlné feseni dané soustavy
rovnic. Déle jiz zjistime, Ze jsou jimi dvojice redlnych cisel

~1:-2 a [_gg]
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B) Vzhledem k tomu, Ze parametr a ve druhé rovnici znamend ,posun® grafu
ve sméru osy y, mé dand soustava rovnic (v oboru realnych ¢isel)
e 4 feSeni, pravé kdyz a € (1;2),
e 3 feseni, pravé kdyz a = 1 nebo a = 2,
e 2 Feseni, pravé kdyz a € (—1;1) nebo a € (2;6),

e 1 fesSeni, prave kdyz a = —1 nebo a = 6,

0 feSeni, pravé kdyz a € R\ (—1;6).
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SZZ M-X (1996/2)

1) Jsou ddna komplexni ¢isla a = —2 + 2i, b = 1 + 1. Graficky urcete komplexni
¢isla

a)c=a-b,
8) d=a.
Resend.

«) Podle Moivreovy véty plati, Ze pfi ndsobeni ¢isel v goniometrickém tvaru
se moduly obou ¢isel nasobi, zatimco argumenty se sé¢itaji. Pfestoze komplexni
¢isla v goniometrickém tvaru nemame, muzeme graficky vyjadrit jak jejich mo-
duly, tak argumenty. Pro grafické nasobeni moduli vyuzijeme stejnolehlosti se
stfedem v pocatku soustavy soufadnic, kterd zobrazi tsecku ab’ na a'b (kde v’
je komplexni jednotka, viz obrazek). Poté bod a’ zobrazime na bod ¢ pomoci
otaceni se stfedem v pocatku o thel 3.

AIm
a
\a/\\\\\
\\\\\:\\\\ B
~_ i
t B + >
c -2 o 1 Re

B) Opét pouzijeme Moivreovu vétu. Pfi vypoctu druhé odmocniny komplex-
niho ¢isla modul odmocnime a argument vydélime dvéma. Ke grafickému od-
mocnéni modulu pouzijeme Eukleidovu vétu o vysce, postup pfi puleni Ghlu je
ziejmy, v obrazku ho nezvyraznujeme.
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2) Urcete vSechna pfirozend n takova, ze v konvexnim n-tthelniku plati: velikosti
vnittnich hld jsou po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti, pricemz
rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lentt v mire stupnové je 10° a nejmensi vnitini
thel méa velikost 100°.

Resend. Pro soudet velikosti vnitinich thlfi n-thelniku plati vztah
Sp = (n —2) - 180°.
Pro soucet prvnich n ¢lend aritmetické posloupnosti plati vztah

n
Sy = §(a1 +ay),

kde
an = a1+ (n—1)d,

ay je prvni ¢len posloupnosti a d jeji diference. Porovnanim obou vztaht a
dosazenim a1 = 100 a d = 10 dostaneme rovnici
n
(n—2)-180 = 5 [100 + 100 + (n — 1) 10].

Odtud po upravach ziskdame kvadratickou rovnici

n?—1Tn+ 172 =0,
jejimiz kofeny jsou

ny = 8, Nog = 9.
Resenim tlohy je jen hodnota n; = 8, nebof ny = 9 nevyhovuje zadani (vnitini
tihel pfi poslednim vrcholu by mél velikost 180°).
3A)

«) Urcete, které z ¢isel

45678901234 45678901235
P = 29012345679’ 17 89012345678

je vétsi. Svou odpovéd zdtvodnéte.
) Dokaizte, Ze plati |p — q| > 1011,
Reseni.
«) Oznaéme x = 45678901234 a y = 89012345678. Potom
T rz+1

p:y+17 q= y

Protoze
zy < (z+1)(y+ 1),

plyne odtud

T r+1
=q

= <
P y+1 Yy
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B) Predné si vSimnéme, Ze plati < y < 2z. VyuZitim této postupné nerov-
nosti a déle vysledku ¢asti a) vidime, ze plati

| | r+1 T zy+rx+y+1—2xy
p—q=q—p= - = =
y  y+l1 y(y +1)

r+y+1 2z +1 y+1 1

oyt Tyl +D) Tyt oy
Nyni zbyva dokazat, ze
1
- >10""
Y
To je v8ak (s ohledem na pouzité oznaceni) nerovnost ekvivalentni s evidentni

nerovnosti 1011 > 89012345678 = y. Plati tudiz nerovnost [p — q| > 107!, coz
jsme chtéli dokazat.

3B) Necht K, L, M,N jsou po fadé stiedy stran AB, BC, CD, DA ¢&tverce
ABCD. Oznaéme P, @, R, S po fadé pruseéiky piimek AL a BM, BM a CN,
CN a DK, DK a AL.

«) Dokazte, Ze étyfuhelnik PQRS je Gtverec.
B) Urcete, v jakém poméru jsou obsahy ¢tvercit PQRS a ABCD.
Resend.
a) Uvazujme otoceni R se stiedem totoznym se stiedem ¢tverce ABCD a

thlem otoceni +90°, v némz

AABL - ABCM — ACDN — ADAK.

D M C
Q
R
L
N P
S
A K B

Protoze AB 1L BC' L CD 1 DA asoucasné |PQ| = |QR| = |RS|=|SP|,
je PQRS c¢tverec, coz jsme chtéli dokazat.
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B) Ozna¢me a délku strany ¢tverce ABCD. Protoze AABP ~ AAKS (s po-
mérem podobnosti 2 : 1), plati

1 1 1
[PL| = |SK| = ;|BP| = 5 |AS| = 5 |PS|.

Uzitim zakladniho vzorce pro vypocet obsahu trojuhelniku zjistime, ze
obsah ctverce PQRS je podle obrazku roven

1 4 4 1
?—4(za-=.2)=(1-2)a2=2a2
2 5 2 5 5

Obsahy ¢étverci PQRS a ABCD jsou tedy v poméru 1 : 5.
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SZZ M-X (1996/3)
1) V oboru redlnych ¢isel feste goniometrickou rovnici

1—tgx

——— = 2cos2zx.
1+tge

Reseni.

Podminky fesitelnosti: * # 3 + km, kde k € Z. Navic tgz # —1, proto
T # %’T + krm, k € Z.

Rovnici postupné upravime

cosxr —sinx

COs T

- = 2(cos’ z — sin® z),
cosx +sinx
cos
cosx —sinx .
— " —2(cos’x —sin’ ),

cosz +sinx
tedy
(cosz — sinx) [1 — 2(cosx + sin x)Q] =0.
Leva strana rovnice je rovna nule, jestlize

a) cosz —sinz = 0, odtud mame FeSeni

T
x:Z+k7r,

nebo

b) 1 —2(cosz +sinz)? =0

1 —2(cos?z + 2sinxcosx + sin®z) = 0

1—-2(1—sin22)=0

sin 2x = —%

Resenim dané rovnice je x = % +krax= 111—2” + k.
Zdvér. Resenim rovnice jsou realna &isla T+ km, % + kr, 111—2” + km, kde k € Z.
2) Je déna kruznice k(S;r) a bod M, |MS| = m > r. Sestrojte pfimku p
prochazejici bodem M tak, Ze kruznice k na ni vytind tsek dané délky s.
Resend.
Rozbor: Pro m = r (M € k) sta¢i sestrojit kruznici se stfedem v bodé M a
polomérem s.
Pro m > r tilohu fesime pomoci otoceni. Use¢ku A’'B’, |A'B’| = s umistime

tak, aby A’ € k A B’' € k. Pak pfimku A’B’ oto¢ime kolem bodu S tak, aby
prochazela bodem M.
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Konstrukce:

Ll S e

5.

A’y Al € k (A’ volime libovolng)

B's B e knli(A';s)

M'; M' € < A'B' NK(S;m = |SM]|)

A; Aje obraz bodu A’ v otoeni uréeném stiedem S a orientovanym thlem
M'SM

p;p=+AM (B €pnk)

Diskuze: Pro s < 2r ma tloha 2 feSeni,
pro s = 2r ma uloha 1 TeSeni,
pro s > 2r nemé uloha feSeni.

Zkouska: Vzhledem k tomu, ze otoceni je shodné zobrazeni, tedy zachovava
vzdalenost bodi, méa primka p pozadované vlastnosti.

3A) Urcete vSechna pfirozend Cisla n, pro néz je éislo 3" 4+ 1 délitelné

«) dvéma, B) Ctyfmi, ) osmi.

Svou odpovéd zdivodnéte.

Rese

ni.

a) Pro kazdé ptirozené n je ¢islo 3™ liché, proto je éislo 3™ + 1 sudé, tj.

A)

délitelné dvéma.
Vzhledem k tomu, ze plati
3" 4 1l=(4—1)"+1,
snadno vidime (s pouzitim binomické véty), ze ¢islo 3™ + 1 je délitelné

Ctyfmi, pravé kdyz n je liché ¢islo.
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v) Ukézeme, Ze pro zadné n pfirozené neni 3" + 1 délitelné osmi. Je-li n sudé,
tj. n = 2k (k je vhodné pfirozené ¢islo), plati

3" +1=3"%41=(9"-1)+2

Prvni séitanec na pravé strané posledni rovnosti je ¢islo délitelné osmi,
tudiz pro kazdé n sudé dava cislo 3™ + 1 pri déleni osmi zbytek 2.

Podobné, pokud n je liché, tj. n = 2k + 1, plati
3" +1=3%"141=3.(3%+1)-2.

Podle ¢4sti b) jiz ale vime, 7e ¢islo 32 4 1 d4va pii déleni osmi zbytek 2.
Pro libovolné liché n dava ¢islo

3" 41=3%111=3.(3%%4+1) -2
pri déleni osmi vzdy zbytek Ctyfi.
Tim je tiloha vyfeSena.
3B) Necht a, b, ¢ jsou redlna ¢isla.
a) Dokazte, Ze plati nerovnost
3(ab+bc+ ca) < (a+b+c)>
Zjistéte, kdy plati plati rovnost.
B) Jsou-li a,b, c délky stran trojihelniku, pak plati nerovnost
(a+b+c)? < 4(ab+ be+ ca).
Dokazte.
Reseni.
«) Po snadné upravé prevedeme danou nerovnost na tvar
a?+ b2+ —ab—bc—ca>0.

Po vynésobeni obou stran nerovnosti dvéma a po tpravé dostaneme evidentni
nerovnost
(a—b2+(b—c)?+(c—a)?>0.
Vzhledem k tomu, ze vSechny provedené tpravy byly ekvivalentni, plati rovnéz
dané nerovnost. Rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b = c.
£) Umocnénim na druhou t#i trojihelnikovych nerovnosti ve tvaru

la —b|] < ¢,
|b—¢| < a,
lc—al <b

a jejich naslednym se¢tenim dostaneme po tpravé jiz prfimo dokazovanou nerov-
nost
(a+b+c)? < 4(ab+ be+ ca).

Tim je diitkaz ukoncen.

51



1997
SZZ M-X (1997/1)

1) V oboru redlnych ¢isel feste vypoctem i graficky soustavu rovnic
20—y = 3,
y—4 =+x(12 —x) —11.
Resend.
a) Vypoétem: Z prvni rovnice vyjadiime y = 2z — 3, dosadime do druhé

rovnice a umocnime na druhou, coz je neekvivalentni iprava, proto musime na
zavér provést zkousku (podminky Fesitelnosti tedy zkoumat nemusime).

422 — 28x + 49 = —2% + 21z — 11,
52% — 40z + 60 = 5(x — 2)(x — 6) = 0.

Vidime, ze 1 = 2, x5 = 6. Po dosazeni do y = 2z — 3 dostaneme y; = 1, resp.
yo = 9. ReSenim soustavy mohou byt uspotadané dvojice [2;1] a [6;9].

Zkouskou zjistime, Ze dvojice [2; 1] Gloze nevyhovuje, nebot leva strana druhé
rovnice soustavy mé v tomto pfipadé hodnotu L2([2;1]) = —3 a na pravé strané
této rovnice vystupuje druhd odmocnina, kterd je vzdy nezdporné.

Uloze vyhovuje dvojice [6;9], nebot
Li([6;9]) =2-6—9=3, Pi([6;9]) = 3.
Ly([6;9]) =9—4=5, P([6;9]) = /6(12—6) — 11 = /25 = 5.

b) Umocnime nejprve druhou rovnici na druhou. Dostaneme tak
(y—4)* ==z(12 —x) — 11
Pravou stranu rovnice doplnime na tplny ¢tverec:

r(12—2) —11= -2 + 120 — 11 = —[2° — 122 + 11] =
=—[(x —6)% =36+ 11] = —[(x — 6)* — 25] = —(z — 6)? + 25.

Rovnici lze tedy upravit na tvar
(x —6)% + (y — 4)* = 25.

Tato rovnice je rovnici kruZnice se stfedem v bodé S = [6; 4] a polomérem 5.
Podle zadani je vSak nutno uvazovat pouze jeji horni pilkruznici. Plati totiz

y—4=+/z(12— ) — 11 >0,

tj.y >4 =ys.
Prvni rovnice y = 2x — 3 je rovnici primky.
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11

o 1 6 z

Zavér. ReSenim dané soustavy rovnic je usporddand dvojice [6;9].

2) Je dan obdélnik KLMN takovy, ze |[KL| = 2|LM]|. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC, kde A = N tak, aby vrchol B lezel na pfimce KL a vrchol C'
na kruznici k(M;r = |[ML)|).

Resent.

Rozbor: Ulohu Fe§ime oto¢enim piimky K L kolem bodu N o +60°

Konstrukce: .

p
C
N=A M
k
C/
4 K/
K B B L

1. K'; K’ je obrazem bodu K v otoceni kolem bodu N o +60°
2. p5 () LNK)AN (K €p)
3.C;Cepnk
4. B; B je obrazem bodu C' v otoceni kolem bodu N o —60°, B € <KL
5. AABC
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Diskuze: Uloha mé 2 feSeni.

Zkouska: Otodenim pfimky p = <KL o +60° kolem bodu N do polohy p’
ota¢ime soucasné hledany bod B do bodu C, tedy |[NB| = [NC| a |[{BNC| =
= 60°, odkud plyne, ze AABC' je rovnostranny. Soucasné B € <KL a C € k.

3A) Je dan ¢étyfstén ABCD, kde
|AB| = |AC| = |BD| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b.

Ozna¢me M, N po tadé stfedy hran BC', AD.

«) Dokazte, ze pfimka M N je kolmé k hrandm BC a AD.

B) Vyjadrete délku tisecky M N pomoci danych hodnot a, b.
Reseni.

«) Stény Ctysténu ABCD tvofi ¢tyfi navzajem shodné, rovnoramenné troj-
thelniky. Usecka AM je téznici v rovnoramenném trojthelniku ABC' spojujici
hlavni vrchol A a stied M jeho zakladny BC. Usecka AM je tedy soucasné
vyskou k zakladné BC. Podobné tsecka DM je rovnéz vyskou k téze strané
(hranég étyfsténu ABCD) z vrcholu D v rovnoramenném trojthelniku DBC.
Obé vysky jsou pfitom shodné, tudiz tsecka M N je téZnici (a soucasné vys-
kou) k zdkladné AD v rovnoramenném trojihelniku AM D se zdkladnou AD.
Je tudiz AD | MN.

D

Podobné 1ze ukazat, ze také BC' L M N, coz jsme chtéli dokazat.
B) Dvojim uzitim Pythagorovy véty napf. v pravothlych trojahelnicich MCD
a M ND dostaneme postupné (viz obrazek)

2
|AM|? = |DM|? = a® - bz.

Z pravouhlého trojihelniku M N D déale mame
b2

b2
MN]?2=|DM]? -~ =(a2- 2 ) -2 =a> - —.
| | | | 4 (a 4> “
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Odtud plyne
22 _ b2
IMN| = GT

3B) Je déna ¢iselna posloupnost (u,,)L%7 v niz pro kazdé ptirozené ¢islo n

n=1>»
(3 < n <1997) plati
Up = 2Up_1 — Up—2, up = 1997, U997 = 1.

«) Dokazte, Ze vSechny ¢leny této posloupnosti jsou pfirozend ¢isla.
B) Uréete, kolik ¢lenti této posloupnosti jsou ¢&isla délitelnd péti nebo sedmi.

Resend.
«) Dany linearni rekurentni vztah upravime na tvar
Up — Un—1 = Up—1 — Up—2,

ktery plati pro libovolné pfirozené ¢islo n, kde 3 < n < 1997. Odtud plyne, Ze
dané posloupnost je aritmetické. Pro jeji prvni ¢len plati u; = 1997, poslednim
¢lenem je u1997 = 1. Pro diferenci d této aritmetické posloupnosti tudiz plati

d = —1. Odtud vidime, zZe vSechny ¢leny této posloupnosti jsou pfirozena cisla.
) Pocet viech ¢isel v posloupnosti (u,,)1%7, kteréd jsou délitelna péti, je 399.

Pocet vsSech d¢isel, kterd jsou délitelna sedmi, je 285. Pocet vSech cisel v této

posloupnosti, ktera jsou soucasné délitelnd péti i sedmi, tj. pétatriceti, je 57.
Uzitim principu inkluze a exkluze zjistime, Ze pocet vSech pfirozenych Cisel ne

vétsich nez 1997 (Glentt uvazované posloupnosti), kterd jsou délitelnd péti nebo

sedmi, je roven
399 + 285 — 57 = 627.

55



SZZ M-X (1997/2)
1) Podstava trojbokého jehlanu lezi v roviné p: 3z — 2y + z + 3 = 0, vektory
bo¢nich hran jsou @ = (3;—2; 1), v = (—1;0; —4), ¥ = (1;—2;0), vrchol
jehlanu je V' = [2; —1; 3]. Vypoctéte objem jehlanu.
Reseni.

Jednim ze zpiisobti feSeni uvedené tlohy je vyuziti vzorce pro objem trojbo-
kého jehlanu
1
3
Pro vypocet obsahu podstavy je nutné najit souradnice bodt podstavy, ozna¢me
je bez Gjmy na obecnosti A, B, C. Poté pouZijeme vzorec

Spodstava = % ’,@ x 1@’ )

Nejprve nalezneme rovnice pfimek, na nichz lezi pobo¢né hrany jehlanu:

V=

. Spodstava V.

pfimka a: z = 2 + 3t,

y = —1—2t,

z=3+t tekR.
pfimka b: ©z = 2 — s,

y:_17

z=3—4s, seR.
ptimka c: © = 2+,

y = —1-—2r

z=3, rekR
Nyni najdeme soutadnice bodi A, B, C jako prusec¢iky uvedenych primek

s rovinou podstavy:

Acanp 6+9t+2+4t+3+t+3=0=t=—-1=A=[-1;1,2],
BebNp:6—-3s+2+3—-4s+3=0=>s=2= B=[0;—-1;-5],
CecnNp:64+3r+24+4r+34+3=0=r=-2=C=10;3;3].

Odtud: E = (1;-2;-7), 1@ (1;2;1) a E X ﬁ (12;—8;4).

Zbyva dopocitat vysku jehlanu v, coz je vzdalenost vrcholu V' od roviny p.

Pouzijeme vzorec
axy +byy +czy +d

M

V nasem pripadé plati

_3~2+(—2)-(—1)+1-3+3_\/ﬁ
9+4+1 '

Je tedy

Vi 202,89 VI = 54320 VIE= 2 VI VIT= 2

1
2
28

Zdavér. Objem trojbokého jehlanu je ¢iselné roven .

Wl
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2) Cisla ay, az, as, a4, as maji tu vlastnost, ze prvni tii tvofi geometrickou
posloupnost a posledni ¢tyii posloupnost aritmetickou. Urcete tato ¢isla, jestlize
plati as + ag + a4 + a5 = 4 a zaroven soucin as - a5 = —8.
Reseni.

7Z vlastnosti aritmetické a geometrické posloupnosti plati

ay-az = a, (1)
2a4 = a3 + as, (2)
2(13 = ag + agq, (3)
coz spolu s danymi vztahy
ag + az + a4 +as = 4, (4)
ag - a5 = —87 (5)

déva soustavu péti rovnic s péti nezndmymi. Z rovnic (2), (3) a (4) vypocéteme

as :4—3a3,
ag :27(133

as = -2+ 3CL3- (6)
Necht 4 — 3a3 # 0. Dosazenim za a5 a as do vztahu (5) dostdvame

8

72+3a3:74 3as’
—3a3

po upravach

aZ —2a3 = 0.
Odtud (as = 0) V (a3 = 2) vyhovujici podmince 4 — 3ag # 0. Vztahu (1) v8ak
vyhovuje jen as = 2, tedy hledana ¢isla jsou

a; = 8, ap = 47 a3 = 2, a4 = 07 a5 = —2.

3A)

«) Urlete pocet vSech délitelt ¢isla 25200 v oborii pfirozenych éisel.

B) Uréete vSechna dvojmistnd piirozena cisla, kterd maji pravé 12 raznych
délitelti v oboru pfirozenych cisel.
Reseni.

o) Kazdy z délitelft piirozeného &isla 25200 = 2% - 32 - 52 . 7 je ve tvaru
2“-36~57~7,kde0§a§4,Ogﬁg?,0§7§2,0§6§1.Poéet7'véech
deélitelt ¢isla 25200 je tedy podle kombinatorického pravidla souéinu roven

7(25200) = (4+1)(2+1)(2+1)(1+1)=5-3-3-2 = 90.

B) Chceme-li najit v8echna dvojmistna pfirozend ¢isla n, kterd maji prave
12 rtznych délitelt v oboru pfirozenych ¢isel, tj. plati-li 7(n) = 12, je nutno
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uvazit vSechny mozné rozklady ¢isla 12 na soucin nékolika pfirozenych cisel
vétsich nez 1 (Einitelé v tomto soudinu se mohou opakovat). Samotné ¢&islo 12
povazujeme za (jeding) ¢initel. Vzhledem k tomu, Ze éislo 12 lze rozloZit na
soucin nejvyse tii prirozenych ¢isel vétsich nez 1, provedeme rozbor jednotlivych
pripadi.

Pokud uvazovanym cinitelem je pouze ¢islo 12, nedostaneme zadné FeSeni,
nebot nejmensi prirozené ¢islo n danych vlastnosti mé kanonicky rozklad na
prvodinitele ve tvaru p'!, kde p je prvoéislo. Pfitom ale plati

ptt > 211 = 2048 > 99.

Zbyva tedy vysetfit pripady:

12=6-2=4-3=3-2-2

Prvni z rozkladt 12 = 6 - 2 dava jediné feSeni, jemuz odpovida
n=2%.3=232-3=096,

druhy rozklad 12 = 4 - 3 dava rovnéz jediné feseni, a to
n=2%.3>=8.9="12

Posledni mozny rozklad na tfi ¢initele (12 = 3-2-2) dava dalsi dvé FeSeni, a to

n=2%.3-5=60 a n=2-3>-5=090.
Zaveér. Dané tloze vyhovuji ¢isla 60, 72, 90 a 96.

3B) Je déna rovnice sinz + bcosz = 1 s redlnym parametrem b. Reste tuto
rovnici v oboru redlnych cisel

«) pro b =1,
B) pro b= /3.

Ktera feSeni (v pfipadech «) i 8)) patii do intervalu (—2m; 27)?
Resend.
a) Necht v dané rovnici b = 1, pak fe$ime v oboru redlnych ¢isel rovnici

sinx 4 cosx = 1.

Vynéasobenim obou stran této rovnice ¢islem ? dostaneme

— S — COST = —.
! 2 2

2

Vzhledem k tomu, ze

ol
3
3

= sin — zcosz,
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plati
V2
5

. 7T+ . . ( +7r)
sinx - cos — 4+ cosx -sin— =sin (z + — | =
4 4 4

Odtud o
x4+ — = —+ 2km, x=2kmw, ke,
4 4
nebo 3
T T T
IZ’+Z—Z+2]€7T7 IZ’—§+2]€7T, kGZ,

kde k je libovolné celé ¢islo, coz jsou vSechna feSeni dané rovnice pro
parametr b = 1.

) Podobné, pokud b = /3, vynasobime obé strany této rovnice &islem i a

2
prejdeme k feSeni rovnice

ina 4 3 1
—sinz 4+ —cosx = .
2 2

2

Dale vidime, ze

1 ™ \/§ .o
- Z — =sin —.
5 cos3 a 5 S 3
tudiz
i 7rJrcosx sin7T sin (I+7T) L
sinz - cos — . - = =)=z
3 3 3 2
Odtud - -
$+§:g+2k’fr, $:*§+2kﬂ—7 k€Z7
nebo 5
T T T
= 2 = — 2 Z.
x—|—3 6—|—k7r7 x 2+ km, ke

Tim jsme nagli viechna feseni dané tilohy také pro b = v/3.

Z teSeni dané tlohy nalezenych v pfipadech «), 8) patii do intervalu (—27; 27)
pouze cisla —%77, —%77, 0, %ﬂ', %ﬂ', 2.
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SZZ M-X (1997/3)

1) Jsou dény t¥i soustiedné kruznice a, b, ¢ o stiedu S a polomérech r, = 2,5 cm,
ry = 3,5 cm, . = 4,5 cm a bod B € b. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC
tak, aby A € a, C € c.

Resend.

Rozbor: Mame najit rovnostranny trojthelnik, jehoz vrcholy lezi na soustied-
nych kruznicich (viz obrazek). Strany trojihelniku musi svirat thel 60°, proto
pro nalezeni vrchold vyuzijeme otoceni se stfedem v bodé B o thel +60°,
resp. —60°. Otocéime nejprve kruZznici a — a/, a poté kruznici ¢ — ¢’. Vrcholy
trojuhelniku vybereme z prusecik piivodnich a otocenych kruznic. (Vrchol A
1ze ziskat z vrcholu C' pomoci zobrazeni inverzniho k zobrazeni a — a’.)

Popis konstrukce:
1. a = d/, R(B,+60°)
2. ¢—d, R(B,—60°)
3.C; Cecnd
4. A; Aeand
5. ANABC

Podminka resitelnosti a pocet reseni: Pro dané ¢iselné hodnoty polomért kruznic
ma tloha vzdy 4 TeSeni.
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2) Cisla k, I, m jsou tfemi po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti a
¢isla I, m, n tfemi po sobé jdoucim cleny geometrické posloupnosti. Najdéte
¢isla [ a m, jestlize k = —5 a n = 45.

Resend.
7 vlastnosti aritmetické a geometrické posloupnosti plyne

20 =k +m, m?2 =1 n.

Odtud po dosazeni za k a n mame

2l = -5+ m,
m? = 451.
Z prvni rovnice vyjadiime
- —5+m
2

a dosadime do druhé:

Po tpravé obdrzime rovnici

2m? — 45m + 225 = 0,

o

jejiz kofeny jsou m; = 15 a my = % Jim odpovidajil; =5 aly = %, pricemz
obé TeSeni vyhovuji zadani tlohy.

3A)
«) UZitim principu matematické indukce dokazte Cauchyho nerovnost: Necht
n je pfirozené éislo, x;,y; (i = 1,2,...,n) jsou redlnd ¢isla. Pak plati

(x? —&—x% —&—...—I—mi)(y% —&—y% —|—...—|—yi) > (x1y1 + T2y2 —&—...—I—mnyn)Q.

B) Uzitim Cauchyho nerovnosti feste nasledujici ilohu: Necht realné ¢isla a, b
vyhovuji podmince a? + b? = 3. Uréete nejmensi hodnotu vyrazu

1 1
V = a_2 Jr b_2-
Reseni.
«) K dtikazu pouzijeme matematickou indukci.
(i) Pro n =1 je dand nerovnost o¢ividné splnéna.

(ii) Pfedpokladdejme dale, ze uvedend nerovnost plati pro uréité n > 1. Uka-
zeme, ze plati i pro n + 1. Ozna¢me L levou a P pravou stranu Cauchyho
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nerovnosti pro uvazované n > 1. Pro n + 1 (uzitim indukéniho pfedpo-
kladu) pak plati

(@ +as+. 4+l )W+t Y yE) =
=L+ (] + 5+ Yn+Ynia) +
2 2 2 2 2 2 2 S
+ (ml + To +...F xn + x7t+1)y’rL+1 + mn+1yn+1 jl
> Pt (i Y3+t yn ) +
2 2 2 2 2 2 2
+ (@7 +a3+.. oy, + anrl)ynJrl + Tht1Ynt1-
Nyni staci ukazat, ze
(T1y1 + z2y2 + o ayn)? F 2 (YT Y3+ YR FUn)
+ (x% + 1’% +.o.t %21 + x721+1)y’r27,+1 + xi+1y721+1 >
2 ($1y1 + T2Y2 +...+ TnYn + xn-‘rlyn+1)2~

Po roznasobeni a tpravé posledni nerovnosti dostaneme

n

Z(Iiynﬂ — Tpt1yi)? >0,
=1

coz dokazuje platnost dané nerovnosti i pro n + 1.

Spojenim obou kroku vidime, Ze Cauchyho nerovnost plati pro libovolné
prirozené n a libovolna realna Cisla x;, y;, kde i = 1,2,...,n.

Pozndmka: Rovnost v Cauchyho nerovnosti nastava, pravé kdyz jsou vektory
(z1,22,...,2n) a (Y1,Y2, - - ., Yn) linedrné zavislé (jeden z nich je ndsobkem dru-
hého).

1

B) Pro n = 2 polozme v Cauchyho nerovnosti 1 = a, 21 = b, y; = %, Y2 = 3¢

11 1 1\?
2 | 12 _ 92 _
Vyuzitim podminky a? + b? = 3 dostavame odtud
1 1 4
-+ >C
v a? + b2 — 3

Rovnost zde nastane, pravé kdyz a® = b? a pritom a? + b = 3, tj. pravé kdyz
a’>=0b%= %, tedy pro libovolnou z nasledujicich ¢ty¥ dvojic (a;b) redlnych ¢isel

(L8)., (SF) (L) (£-%)

272 27 2 272 27 2
Nejmensi mozna hodnota daného vyrazu V je tedy %.

3B) Viz SZZ M-X (1995/4) tloha 3B)
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1998
SZZ M-X (1998/1)

1) Sestrojte kruznici k o poloméru 3 cm, kterd se dotykd dané piimky p a na
dané primce g vytina tétivu délky 4 cm.
Resend.

Rozlisme dva pfipady pro polohu danych primek p a q.

a)plq

Stfed hledané kruznice ziejmé lezi na pfimce p’ rovnob&zné s pfimkou p, kterd
je od ni vzdélena 3 cm. Sestrojme pomocny rovnoramenny trojuhelnik ABC,
kde A, B € g a |AB| = 4 cm a obé ramena maji délku 3 cm. KruZznice o poloméru
3 cm se stfedem v bodé C' vytind na p¥imce ¢ tétivu hledané délky. P¥imka ¢’
rovnobézné s primkou ¢, kterd prochazi bodem C, je mnozinou stfedt vsSech
kruznic, které maji vyse zminénou vlastnost. Prisecik pfimek p’ a ¢’ je stfedem
hledané kruznice.

Konstrukce:

P Pl p vip,p') =3 cm

A,B; A€q, Beg, |AB|=4cm
m; m(A;3cm)

n; n(B;3 cm)

C; Cemnn

;4 1q Ced

S; Sep'ng

k; k(S;3 cm)

S A T o e

Diskuze:
Pokud p }t ¢, pak m4 dloha vzdy 4 FeSeni.
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b)pllq
Pokud v(p, ¢) = 3 + v/5, pak existuje nekoneéné mnoho feseni tilohy.
Pokud v(p, q) # 3 + /5, pak tiloha nem4 Feseni.

2) V oboru redlnych ¢isel feste rovnici
2sin?z = 2 — pcotgz,

kde p > 1 je redlny parametr.

Reseni.
Rovnici postupné upravime takto:

2sin’z = 2 — peotg z,

pcotgr = 2(1 —sin? 2),
peotgx = 2cos® z,

CosT

- =2cos’z, |sinx#0, tj. x #knr
sin x

pcosxT = 2 cos? rsinx,

cosz (2coszsinx — p) = 0.

Déle pokracujeme feSenim rovnice v soucinovém tvaru.
a) cosz =0, tedy = = § +km, k € Z.
b) 2coszsinz — p = 0, tj. sin2z = p.
Protoze |sinz| <1 a p > 1, m4a rovnice

sin2x = p
feseni, pravé kdyz p = 1. Dostavame tak rovnici
sin 2z =1,

vvvvv

2x:3+2k7réx:%+k7r, kelZ.

2
Zaver.
P K
p=1|K=J —+k7r,g+k7r}
keZ
T
kEZ
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3A) Je dén rovnobéznik ABCD. Uvnitf jeho stran AD, BC' a uhlopticky AC
jsou po fadé dany body K, L a M tak, Ze plati 5 |AK| = |AD|, 4|AM| = |AC|
ab|BL|=2|BC|.

«) Dokazte, ze body K, L, M lezi na jedné pfimce.

B) Urcete, v jakém poméru déli bod M tsecku K L.
Reseni.

a) Naértneme libovolny rovnobéznik ABCD abody K, L dle zad4ni. Ozna¢me

X prusecik uhlopricky AC a tsecky K L.

D C

A B

Trojuhelniky AXK a CXL jsou podobné, protoze dvojice thlu AX K,
CXL a KAX, LCX jsou shodné, s pomérem podobnosti 1 : 3, nebot
plati

[AK| _ _ JAK] 5 |AD|

B AD| 1
ILC| ~ |BC| - |BL| ~ |BC|-2|BC|

z |
= 5 = .
31BC| 3

Tudiz i
|[AX]:|CX|=1:3.
A protoze podle zadani plati
|[AM|:|CM|=1":3,
je bod M je totozny s bodem X, a lezi tedy na tsecce K L.

B) Trojuhelniky AX K a CX L jsou podobné s pomérem podobnosti 1 : 3 (viz
vyse), proto bod M déli tse¢ku K'L v poméru 1: 3.

3B) Nakladni automobil A; za¢al odvazet stavebni materidl a praci mél dokon-
¢it za = dni (z € N, z > 3). Od 4. dne mu vsak zacala pomdhat auta A; a
As, pficemz auto As dosahovalo trvale % vykonu auta A, ale auto Az pouze
% vykonu auta A;. VSechna tfi vozidla dokonéila spole¢né celou praci za y dni

(po jejim zahajeni autem Aj).
«) Uréete funkéni zévislost y = f(z).

B) Pro kterd x < 60 jsou piislusna y rovnéz pfirozena éisla.
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esend.

a)

Ozna¢me v vykon auta A;. Vykon auta A, je tedy %v a auta As je %v.
Auto A; by pii svém vykonu v splnilo tkol za x dni, kde x € N, x > 3,
coz vyjadiime r - v =1, z € N, x > 3.

Po tfech dnech prace pouze auta A; zacala pracovat auta A, a Az. VSechna
auta pak spoleéné pracovala svymi vykony (y — 3) dni, nez tkol splnila.
To vyjadfuje rovnice

3 5
3v—|—(y—3)(v+§v+6v):1. (1)
Ze vztahu z - v = 1 vyjadfime v a dosadime do (1). Po tpravéich obdrzime
pozadovanou funkéni zavislost

3 21

=Py 2
V=107 10 2)

Rovnici (2) upravime na tvar

3r+ 21
10

Neznama y bude prirozené Cislo v pripadé, ze 3x + 21 je délitelné deseti.
To nastane pii splnéni zadanych podminek pro x € {13,23,33,43,53}.
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SZZ M-X (1998/2)
1) V oboru realnych ¢isel feste rovnici

cosx + cos2x + cos 3x = 0.

Resent.
Uzitim vzorce

T
CcosST + cosy = 2 cos
+cosy 2 2

upravime levou stranu rovnice:

cos x + cos 2z + cos 3z = cos 2z + (cos 3z + cos ) = cos 2x + 2 cos 2 cos .

Danou rovnici vyjadfime v souc¢inovém tvaru:

cos2x (1 +2cosx) =0,

odkud

a)cos2z =0=2, =5+ k%

b) 1+2cosz =0= cosx = —% = 19 = %’T—I—Qk‘ﬂ, T3 = 4{—&—2]677, kde k € Z.
Zdvér. ReSenim dané rovnice jsou realns é&isla T +tk3, %’r + 2km a %’r + 2k,

kde k € Z.

2) Je déna kruznice k(S;r) a pfimka m. Sestrojte pfimku p || m tak, aby kruz-
nice k na ni vytinala tsecku dané délky v.

Resend.
Rozbor: Ulohu fesime pomoci posunuti, o kterém vime, Ze zachovava rovnobéz-
nost. Jestlize zvolime na pfimce m body A’, B’ tak, aby |A’B’| = v, a nad

tétivou A’ B’ sestrojime kruznici k'(S’;r), pak tuto kruznici k' mizeme povazo-
vat za obraz kruznice k v posunuti daném vektorem SS’. Hledané body A, B
jsou vzory bodi A’, B, tj. A’ — A, B’ — B v posunuti inverznim k nalezenému,

tj. v posunuti daném vektorem S’S.

Konstrukce:
| EEE— |
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1. Ay A € m (A’ volime libovolné)
2. B'; B emA|AB|=v
3.8 8 el(A;r)nn(Bsr)
4. a; A €anal S'S
5.b; B'ebAb| S'S
6. A; Acank
7. B: Bebnk
8. m; m=<+AB
Diskuze:

Pro v < 2r ma tloha 2 feSeni,
pro v = 2r mé tuloha 1 feSeni,
pro v > 2r nema uloha fesSeni.

Zkouska: Spravnost konstrukce vyplyva z vlastnosti posunuti.

Pozndmka: V pripadé, ze tsecka A’B’ bude umisténa na pfimce m tak, ze jeji
stfed je prusecikem pfimky m s kolmici na pfimku m vedenou bodem S, kon-
strukce feseni tlohy se ziejmé zjednodusi (viz obrazek).

3A) Necht a, b jsou redlna ¢isla, pro néz plati a? + b2 = 1. Bez pouziti diferen-
cidlniho poctu
«) urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu soucinu a - b,

B) urlete nejvétsi a nejmensi hodnotu souétu a + b.
Resend.

«) Pfi feSeni tlohy pouZijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
primeérem pro ¢&sla a? a b2. Plati tak

1 2 b2
§:a ;_ > Va?b? = |ab| > ab.
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Odtud

—-<ab<

N
N

Nejvétsi hodnota soucinu a - b je % a nejmensi hodnota soucinu a - b je f%.

Maximélni hodnoty je pfitom dosazeno pro a = b = i‘/TE. Miniméalni
+2 V2

hodnoty je dosazeno pro a = a zaroven b = F-5°.

B) Podle AG-nerovnosti plati, ze 2ab < a? + b?, coz pouzijeme pii ipravé

(a+b)? =a®+2ab+b* < 2(a® +b%) = 2,
la+b] < V2,
—V2<a+b< V2

Nejvétsi hodnota souctu a + b je v/2 a nejmensi hodnota souctu a + b je

pak —2.

Maximalni hodnoty je pfitom dosazeno pro a = b =

: > —p— _V2
noty je dosazeno pro a = b= —%=.

V2

%5=. Minimélni hod-

3B) V lichobézniku A1 Ay A3 Ay (A1 As || AsAy) znadi P prisedik jeho thlopticek
a S; znad¢i obsah trojuhelniku 4; 4,11 P (1 =1,2,3), kde A5 = A;.

a) Dokaite, 7e plati S5 = S - S3;
B) vyjadrete obsah S lichobézniku Ay A; A3 A4 pomoci Sp a Ss.

Resend.
«) Oznaéme délky tsefek AP, AsP, A3P, A4P stejné jako na obrdzku a
ozna¢me S4 obsah trojuhelniku Ay PA,.

A4 A3
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Nyni si vyjadiime jednotlivé obsahy S1, Sz, S3, Sy, pricemz Sy = Sy.

1 1

S1 = §x~y~sin(180°7go):§x~y~sing0,
1

So = §y~z~sing0,
1 . o 1 .

Ss = §z~t~sm(180 fgo):ﬁzw%smga,
1

Sy = §x~t~sing0.

Protoze plati

1 ) 1 ‘s 1 . 1 /s
p— . .1 . p— . .1 — p— . .1 . —_ . .1
5y % sing 5% sing | = | 5z y-sing 5% singp |,

SZ2=28,-8,=25-8s,

je

coz jsme chtéli dokazat.
B) Obsah S lichobé&zniku A; Ay As A, vypoclteme jako soucet obsahti Sy, Sa,
Ss, S4, priCemz zde vyuzijeme rovnosti So = Sy a Sg =51-853.
S =514+ 52+ S35+ 954,
S =51+2-5 4+ 53,

S =5+2-+451-53+ 53.
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1999
SZZ M-X (1999/1)

1) V mnoziné C vsech komplexnich é&isel feste rovnici 2% + 2 — 2i = 0.
Reseni.
Komplexni ¢islo z = —2 + 2i na pravé strané rovnice vyjadiime v gonio-
metrickém tvaru. Jeho modul je |z| = v/8 = 2v/2 a pro argument ¢ plati
Re(z) -2 V2 . Im(z) 2 V2

cosp = =——==——, sinp= =75 3

2l 2v2 2

Odtud
o=—+2kmr, kelZ.

Je tedy
2 =2V2 <cos?277r +isin¥> .

Nyni jiz mtizeme hledat vSechna ¢tyfi feSeni uvedené rovnice za pouziti vzorce
pro vypocet n-té odmocniny z komplexniho ¢isla

< o+2kr . <p+2k7r)
z|  cos ———— +isin —— |,
n n

kde £k =0,1,...,n — 1. V nasSem pifipadé

3T 3T
LT LY
2 = %/é(cos‘*Tﬂﬂsin‘*TW), k=0,1,2,3.

n

T =

Zaveér. Dana rovnice ma v C ¢tyfi feSeni:

To = €/§<cosl—6 +1sin?—g)

xr, = \g/§<coslll—g+ 1n111—67r>
XTo = %(cos%Jﬂ 1 119—67T>
XT3 = %(cos%Jrlstf—W)

2) Je dana kruznice k(S;7) a bod A, kde |SA| = 5. V kruznici k sestrojte
vSechny tétivy XY délky a, které prochizeji bodem A. (Konstrukeci provedte
proa=1,87.)

Resent.

Rozbor: Zvolime libovolnou tétivu XY’ | X'Y’| = a, a oto¢ime ji kolem bodu S
do hledané polohy.
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Konstrukce:

Y/

1. XYV X' ek, Y €k, | X'Y'| =a (X’ volime libovolng)
2. A A e XY NE(S;5)
3. X; X je obrazem bodu X’ v otoceni uréeném stfedem S a orientovanym
thlem A’SA
4. XY; Y =XANnk
Diskuze:
Proa = 2r a a = r/3 mé tloha 1 feSeni,
pro a > 2r nem4 uloha zadné feSeni,
v ostatnich pfipadech méa tloha 2 TesSeni.

Zkouska: Spravnost Teseni plyne z konstrukce a vlastnosti shodnych zobrazeni.
3A) Je déna posloupnost (a,,) pfirozenych &isel, kde a,, = 2" (n =0,1,2,...).
a) Kterou ¢islici konéi dekadicky zapis ¢isla aig9g99?
B) Dokazte, ze soucet kazdych t¥i po sobé jdoucich ¢lent této posloupnosti
je délitelny cislem 7.
~v) M4 néktery ¢len této posloupnosti ciferny soucet 19987 Svou odpovéd
zdivodnéte.

Reseni.
«) Vypisme nékolik prvnich ¢lend posloupnosti:

20=1, 21 =2 22=4, 25=8, 22 =16, 2° =32, 26 =64, 2" = 128,
28 = 256, 2° =512, ...

Vsimnéme si, ze od druhého ¢lenu se na misté jednotek postupné perio-
dicky opakuji ¢islice 2, 4, 8, 6. Protoze pfi déleni ¢isla 1999 ¢tyfmi obdrzime
zbytek 3, konci desitkovy zapis ¢isla ajggg Cislici 8.

B) Obecné vyjadiime soucet tii po sobé jdoucich ¢lenit dané posloupnosti a
podle pravidel pro pocitani s mocninami upravime

2" p ot g ont2 —on 4 9.9 L 4. 2" =2 . (142 +4+4) =7 2",
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Odtud je jiz zfejmé, Ze soucet t¥i po sobé jdoucich ¢lenit dané posloupnosti
je délitelny sedmi.
(Danou vlastnost lze dokdzat i uzitim principu matematické indukce.)

v) Zé&dny ¢len dané posloupnosti nemé ciferny soucet 1998, nebot v takovém
pfipadé by tento ¢len byl zaroveti délitelny tfemi a deviti (ciferny soucet
1998 je délitelny tfemi a deviti).

3B) Necht ABCD je pravouhelnik, jemuz je opséna kruznice k o poloméru 1,
a necht M je libovolny bod této kruZnice.

«) Dokaite, e plati rovnost |[M A2 + |MBJ? + |MC|> + |MD|? =8
B) Je-li ABCD ¢tverec a M libovolny vnitini bod kratsiho oblouku AB kruz-
nice k, je ihel AM B rozdélen pfimkami MC a M D na tietiny. Dokazte.
Reseni.
«a) Uhlopiicky pravotihelniku ABCD se protinaji ve stiedu S kruznice opsané,
jsou tedy jejimi prameéry a maji délku 2.

M
D C
k
A B

Trojihelniky ACM a BDM jsou pravouhlé s pravym thlem pfi vrcholu M,
nebot kruZnice k jim opsand je Thaletovou kruZnici. Podle Pythagorovy véty
pro jednotlivé trojihelniky plati

IMAP + |MC|* = |AC|? = 2% = 4,

|MB|? + |MD|* = |BD|? = 2> = 4.

Sectenim vyse uvedenych rovnosti obdrzime
|MA|? + |MB*+ |[MC|* + |MD|* =8,

coz jsme méli dokazat.

B) Je-li ABCD ¢&tverec, thly AMD, DMC, CMB jsou obvodové thly pii-
slusejici oblouk@im kruznice k o shodné délce, tudiz i velikosti téchto thla jsou
shodné. Uhel AM B je tedy rozdélen piimkami MC a M D na tfetiny.

D C

k
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SZZ M-X (1999/2)

1) Rovina p je ddna body A, B, C, rovina o pfimkami p, ¢:
A=1[4-33], B=[1;4-6],C=[-32-1],
prx=4+2t,y=3—1t, z2=1+4t,t eR;
qg:r=3+3s,y=3—2s,z2=—-2+5s,s€R.

«) Najdéte obecné rovnice rovin p, o.
B) Uréete odchylku rovin p, o.

~) Napiste parametrické vyjadfeni prusecnice r = p No.
Reseni.
a) 1) Obecné rovnice roviny p:
Body A, B, C urcuji rovinu p, proto pro jejich souradnice musi platit
z+ay+bz+c=0.

Dosadime tedy do této rovnice soufadnice bodu A, B, C' a ziskanou
soustavu rovnic vyfesime.

Aecp: 4-3a+3b+c=0=c=3a—-3b—4
Bep: 1+4a—-6b+c=0
Cep: -3+2a—b+c=0

Ta—9—-3=0
4
5a—4b—T7=0=a= #
-1 4
5
Soustava ma praveé jedno feseni a = 3, b = 2 a ¢ = —1, odtud obecna

rovnice roviny p:
prr+3y+2z2—1=0.
2) Obecna rovnice roviny o:
Rovina ¢ je zaddna dvéma pfimkami. Muzeme tedy nejprve vyjadrit

rovnici roviny o v parametrickém tvaru

x = 3+ 2t+ 3s,
y=3—1t—2s,
z = —2+4t+5s, kdes,teR.

Obecnou rovnici ziskdme z parametrického vyjadieni eliminaci para-
metri s a t.
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r=3+2t+3s
y=3—-t—2s=1=3y—2s
z = —24+4t+5s

r=9-2y—s=>s5s=9—x—2y
z =10—4y —3s

z =3z +2y—17

Obecna rovnice roviny o je

c:3r+2y—2z—17=0.

B) Odchylku rovin p a o vypoéitdme pomoci jejich norméalovych vektort 7727 =
= (1;3;2), ng = (3;2; —1) uzitim vztahu
— =
Ny N 7 1
cosp = Inp 7o | —§:><p:

na| - |na] — V14V/14

Odchylka rovin p a o je 3.

T
3

~) Rovnici priiseénice r vypoc¢itdme napiiklad jako feSeni soustavy linearnich
rovnic (obecné rovnice rovin p a o).

z+3y+22—-1=0
3x+2y—2—-17=0= 2=3x+ 2y — 17

z+y—5=0

Soustava ma nekonetné mnoho fesSeni zavislych na jednom redlném pa-
rametru. Oznacme tedy y = t, odtud x = 5 —t a z = —2 — t. Hledané
parametrické vyjadfeni prusecnice je

r:x =5-—t,
:t7

=-2-t teR.

ISSISIE

2) Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li déno v, ¢ : t., r, kde r je polomér kruznice
opsané a v < 90°. Grafické znazornéni konstrukce provedte pro v = 60°, ¢ : t, =

=15,r=>5cm.

Resent.

Rozbor: Pomoci mnoziny bodi, z nichz je tsecka AB vidét pod thlem +, a
poméru c : t. = k nalezneme trojuhelnik A’B’C’ podobny trojthelniku ABC),

ktery pak sestrojime pomoci kruznice jemu opsané a stejnolehlosti.
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Konstrukce:

l
2
\ oA
P
// ~
// \\
P . N
- N
<
k' o S
ne - / S
PRGN ‘S/ /i~
-7 , /B RN
> S ‘ , ~_
A . ! 7 B
I

1. A, B'; (JAB'|=¢)
2. p(A'B';7) (v = 60°)
3. K K(S',r"), 8 je stted A'B/, v/ = 1 (= 2¢)
4. ¢ C"epnk
5. 1; 1(O;7r), O je stied oblouku ¢
6. ANABC; NABC je obrazem AA'B'C’ ve stejnolehlosti se stiedem O a
koeficientem
k= %, kde |OA| =r.

Diskuze: Pocet feSeni tlohy zévisi na poétu priiseéikit mnoziny ¢ a kruznice k'
Diskuzi provedeme pro jednu polorovinu uréenou piimkou A’B’. Pro § = tg 3
maji ¢ a k' pravé jeden spolecny bod a tedy tloha 1 feSeni. Pro § > tg 3 ma
tiloha 2 feSeni. A pro § < tg 2 nemd tloha zadné fesen.

Zkouska: Spravnost konstrukce plyne z vlastnosti stejnolehlosti a z toho, Ze
v AA'B'C’ plati |[FA'C'B'| =~vad : 1, =c:t. (odkud t, = & - ¢, a tedy
' = 1), nebot C' € p Nk
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3A)
«) Dokazte, ze ¢islo 5" 47, kde n je pfirozené ¢islo, je délitelné ¢islem 8, prave
kdyz n je sudé.
B) Uréete, kterym trojéislim konéi ¢islo 51999 + 7, a stanovte pocet jeho ¢&islic.
Resend.
«) Dukaz rozdélime do dvou krokil v zévislosti na parité ¢isla n.
(i) Je-li éislo n sudé, vyjadiime ho ve tvaru n = 2k, k € N. Potom
528 47 = (5% —1)+8= (25" — 1) +8=24p+ 8 =8(3p + 1),
kde p € N. Pti upravé jsme pouzili rozklad
a — p" = (a _ b) (an—l 4 an—2b+ o abn—2 + bn—l) ;

kden € N, n > 1.

Vidime, ze ¢islo 5™ + 7 pro n sudé lze vyjadrit jako soucin 8(3p+ 1), tudiz
je délitelné osmi.

(ii) Je-li ¢islo m liché, vyjddiime ho ve tvaru n = 2k + 1, k € N. Potom
52 4+ 7=5.52 —5+12=5(5"% —1) +12=5 (5" + 7 — 8) + 12.

Vidime, ze ¢islo 521 lze vyjadiit jako soucet, jehoz prvni séitanec na
pravé strané posledni rovnosti je délitelny osmi (viz prvni krok), nikoliv
viak druhy. Cislo 5™ 4+ 7 tedy pro n liché neni délitelné osmi.

B) Zaméfme se na posledni trojéisli ¢isla 5", kde n € N. Vypisme nékolik
prvnich cisel:

51 =005, 5% = 025, 5% =125, 5 =625, 5° = ...125, 55 = ... 625, 57 = ...125,
atd. Vidime, ze ¢islo 5™, kde n € N, n > 2, pro n liché kon¢i troj¢islim 125 a
pro n sudé konéi trojéislim 625. Cislo 51999 + 7 tedy konéi trojéislim 132.

Pocet &islic x ¢isla 51999 + 7 uréime pomoci funkce dolni celd ¢ast z jeho
dekadického logaritmu. Vzhledem k tomu, Ze 5'9%° + 7 kondi trojcislim 132, je

z = |log (5" +7)] + 1= [1999log5| + 1 = 1397+ 1 = 1398.

3B) Je dén rovnoramenny lichobéznik ABCD s vyskou v = 20 cm a ramenem
b = 25 cm. Uvnitf jeho ramen BC' a DA uvazujme po fadé body L, N a M, K
tak, ze

1
|AK| = |DM|=|BL| = |CN| = |AD|,
pricemz tsecky KC' a DL se protinaji v bodé tsecky M N.

«) Urcete délky zdkladen lichobé&zniku ABCD.
B) Urcete odchylku thlopficek.
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Resend.
a) Ozna¢me R prusecik tsedek KC a DL. Ozna¢me po fadé X, Y, Z paty
vysek vedenych z bodia D, R, C k tsecce K L a dale P patu vysky vedené
z bodu D k zakladné AB. Délku tse¢ky DC' ozna¢me z (viz obrazek).

D T C
R
M ‘ N
4
K L
X Y Z
A P B

Protoze je trojuhelnik APD pravouhly, muzeme podle Pythagorovy véty
dopoditat délku tsecky AP:

|AP|? + |DPJ* = |AD|?,
|AP| = \/|AD[?> — [DPJ? = /252 — 202 = /625 — 400 = /225 = 15.
Trojuhelniky APD a KX D jsou podobné, proto z pomeéru

|[KD| |KX|
|AD| — |AP|

mizeme vyjadfit délku tsecky K X. Dostaneme tak |K X| = 12 cm.
Trojuhelniky KYR a KZC jsou podobné, proto plati rovnost

[YR| |KY|

|1zC|  |KZ|’
kde |YR| = 12cm, |ZC| = 16 cm, |KY| =12+ S, |[KZ| = 12 + z, takze
po dosazeni vyjde x = 12 cm. Délky zakladen jsou tedy 12 cm a 42 cm.

B) Lichobéznik ABCD je podobny s lichobéznikem KLCD, proto je velikost

thlu €, ktery sviraji thlopficky v obou lichobéznicich, stejna. Trojuhelnik
KY R je pravouhly, oznacme ¢ thel pfi vrcholu R. Ten méa polovi¢ni veli-

kost nez tthel K RL (lichobéznik KL CD je rovnoramenny a 0sové soumeérny
podle pfimky RY"). Plati

t *—‘KY‘*§*§¢ *arct§
YT RY| T12 2 T YT MRy

3
€ =m — 2arctg 3 (=67,4°)
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2000
SZZ M-X (2000/1)

1) Komplexni ¢islo
2v/3 - 2i
4= ——-
V3 +i
vyjadfete v algebraickém tvaru, zndzornéte v Gaussové roviné, vypoctéte |a| a
pak vyjadfete ve tvaru goniometrickém.
Reseni.
Algebraicky tvar ¢isla ziskdme tak, Ze ¢islo a rozsifime ¢islem komplexné
sdruzenym k jeho jmenovateli.

9v/3 — 9 . B .
. V3 21.\/5 1:4 4\/51:1_\/51.
V3+i V3 4

Komplexni ¢islo a = x + yi zndzornime v Gaussové roviné jako bod o sourad-
nicich [z, y]. Pro a = [1, —V/3]:

A Im

—\/gi' 777777777 ia

Modul komplexniho éisla |a| lze vypoéitat nékolika zptusoby, napft. jako délku
vektoru @ = (x,y), pfipadné dle definice |a| = /22 + y2. V naSem pfipadé
la|? = 4, proto |a| = 2.

Obecné lze komplexni ¢islo a = x + yi vyjadfit v goniometrickém tvaru

a = |al(cosp +1sinp),

kde modul |a| = \/2? + y? a pro argument ¢ plati cosp = %, sing = .

|a

Je-li a = 1 — /31, dostaneme cos p = % asingp = — \ég, odtud

5
o= §+2lm, kde k € Z.
Tedy

a=2 cos5—ﬂ+isin5—ﬂ
B 3 3 )
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2) Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno b = 4 cm, § = 60°, v,. Provedte
diskuzi. Konstrukei provedte pro pfipad v, = 3 cm.

Resend.

Rozbor: Ulohu Fesime uzitim mnoziny ¢(AC;60°) (viech bodi v roving, z nichz
je tsecku AC vidét pod thlem 60°).

Konstrukce:

AC; JACl =b=4cm

@5 p(AC;60°)

p;p | <CA, v(p,«CA) = vy
B;Bepnep

ANABC

DAl o

Diskuze: Pocet feSeni tlohy vztahujeme k jedné poloroviné uréené piimkou AC
a zévisi na poctu priisecikd primky p a mnoziny ¢.

Pro v, = 2v/3 ma tloha 1 feSeni,

pro vy > 2v/3 nemé tloha zadné feseni a

pro vy < 2+v/3 mé tloha 2 fedeni.

Zkouska: Spravnost konstrukce plyne z toho, Ze plati B € p, v(p, < AC) = vy,
B € p(AC;60°); tedy 8 = 60°.
3A) Dokazte, ze vyraz
A(n) =n (2n® +3) (4n® — 1)

je pro vsechna n € N délitelny péti. Co plati pro paritu vyrazu?
Reseni.

Tvrzeni dokazeme matematickou indukci.

(i) UkézZeme, ze vyraz A(1) je délitelny péti:

Al)=1-(2-1+3)-(4-1>-1) =53,
tedy 5 | A(1).
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(ii) Pfedpokladame, ze vyraz
A(n) =n (2n® +3) (4n® — 1) = 8n° + 10n® — 3n
je pro ur¢ité pfirozené n délitelny péti. Ukazeme, Ze také vyraz A(n + 1) je
délitelny péti.
An+1)=(n+1)(2(n+1)*+3) (4(n+1)*-1) =
=(n+1)(2n*+4n+5)(4n* +8n +3) =
= 8n° +40n* + 90n® + 110n* + 67n + 15 =
= (8n® 4+ 100> — 3n) + 40n* 4 80n> + 1100 + 70n + 15 =
= (8n° +10n® — 3n) + 5 (8n* + 16n° + 22n° + 14n + 3) =
= A(n) +5- (8n* + 16n® + 22n> + 14n + 3) .

Vidime, Ze vyraz A(n + 1) lze vyjadrit jako soucet, jehoZ oba s¢itanci jsou ¢isla
délitelna péti (A(n) podle predpokladu), je tedy délitelny péti. Spojenim (i) a
(if) mame dokazano, ze vyraz A(n) délitelny péti pro vSechna n € N.

Pro libovolné n € N jsou 2n? + 3 i 4n? — 1 lich4 &isla, jejich soudinem je liché
¢islo. O parité soucinu n(2n? + 3)(4n? — 1) tedy rozhoduje parita ¢isla n. Proto
pro n liché je A(n) liché éislo a pro n sudé je A(n) sudé dislo.

3B) Je dan lichobéznik ABCD se zékladnami AB a CD, kde |AB| = a a
|CD| = c. Stfedy zdkladen AB, C'D ozna¢me po fadé F a F.
«) Dokazte, ze pfimka EF prochdzi prisecikem P jeho tihlopficek AC a BD.
B) Zjistéte, v jakém poméru déli bod P tsecku EF.

Resent.
D |F C

P

A El B

a) Dvojice thla BAC, ACD a ABD, BDC jsou uhly shodné. Trojihelniky
ABP a CDP jsou stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti P. Stejnolehlost
zachovava délici pomér, takZe stfed E tseCky AB se zobrazi na stied F'
tusecky C'D a naopak, proto piimka E'F', spojnice odpovidajicich si bodu
v dané stejnolehlosti, prochazi stfedem stejnolehlosti P.

B) Protoze se pomér délek obrazu tsecky AB a jejiho vzoru C'D rovna abso-
lutni hodnoté koeficientu stejnolehlosti, déli bod P tsecku EF v poméru
a : ¢ (resp. ¢ : a, zaménime-li vzor a obraz).
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SZZ M-X (2000/2)

1) Reste rovnici a provedte zkousku:

6 = Y2 ()

Reseni. Upravime za pouziti vztahtl pro po¢itani s exponenty stejnych zéklad:

=

o(otn)—a _ (%)
5T(z+3) 4:5—2

a
wlg

5r’+3w—4 _ p21-2

Ziskali jsme exponencialni rovnici, kde se na obou stranich vyskytuje vy-
raz o zakladu 5. Mlzeme tedy porovnavat exponenty a po uUpravé dostavame
kvadratickou rovnici

24+ —-2=0.

VyuZzijeme napf. Vietovy vztahy, z nichz plyne

Ty - Tg9 = 727
1+ x9 = —1.
Protox1 = —2axy =1.
Zkouska:
a) pro r1 = —2:
1 1 V1252 —2 1
L= (7)) ==, P="—(V5) =
54 5-6 25 56
b) pro zo = 1:
1 V125
L=—05)*=1 P="—""V5=1
54(5) ’ 25 V5

V obou ptipadech L = P.
Zdvér. ReSenim rovnice jsou ¢isla —2 a 1.
2) Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno a = 2,5 cm, ¢ = 5 cm, «. Provedte

diskuzi. Konstrukci provedte pro o = 15°. Navrhnéte dva rtizné postupy kon-
strukce.

1. zpusob Teseni:
Rozbor: Sestrojime tsec¢ku AB a polopiimku AM tak, ze | BAM| = a. Bod C
nalezneme jako priisecik polopfimky AM s kruZnici k(B;a).
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Konstrukce:

A

AB; |[AB|=c=5cm
M; |9 BAM| = a (= 15°)
k; k(B;a = 2,5 cm)
C;CeknNeAM
ANABC

A

Diskuze: Pro a = 30° (sina = ¢ = %) ma tloha v poloroviné ABM praveé jedno
feSeni. Pro 0° < a < 30° ma tiloha v polorovinég ABM dvé feseni. Pro o > 30°

nema uloha reseni.

Zkouska: Pro 0° < a < 30° maji nalezena feSeni pozadované vlastnosti, coz
plyne z konstrukce a diskuze.

2. zpusob resent:

Rozbor: Ulohu lze fesit téz uzitim mnoZiny ¢ vsech bodt roviny, z nichz lze
vidét tisecku BC' pod thlem a. Hledany vrchol A trojuhelniku ABC sestrojime
jako pruse¢ik mnozZiny ¢ a kruznice [(B;|BA]).

3A) Urcete, pro kolik uspofddangch dvojic (x,y) pfirozenych ¢isel plati
2 -y = 10000.

Dale urcete, ktera z téchto dvojic dava nejmensi soucet x+y. Formulujte a feste
podobnou tlohu pro trojice (z,y, z) a sou¢in 1000 000.
Reseni.
a) Cislo 10000 rozlozime na sou¢in prvoéisel: 10000 = 10* = 2% . 5%, Cislo
vyjadiime ve tvaru



Cislo y je pak vyjadfeno jednozna¢éné ve tvaru

247 . 540,
Za danych podminek mame podle kombinatorického principu soucinu 5 -5
moznosti, jak sestavit ¢islo x, tudiz 25 usporadanych dvojic (z,y).

Nejmensi hodnotu sou¢tu x 4 y ur¢ime ze vztahu aritmetického a geome-
trického priméru:

T+

> Ey
r+y>2-r-y=2-v10000 = 200

Pfitom rovnost nastane pro x = y = 100.
Cislo 1000 000 rozlozime na soucin prvoéisel:
1000000 = 10% = 2° - 5%,
Usporadanou trojici (z,y, z) vyjadfime ve tvaru
(200 . 5P 272 . 52 905 . 53
kde 0 < a; <6, 0 < B; <6 proi =1,2,3. Déle plati, ze

ay +az+a3 =51+ B2+ B3 =6.

VypiSme za vyse uvedenych podminek vSechny mozné hodnoty exponentt

......

moznych permutaci:

trojice | pocet permutaci
(6,0,0) 3
(5,1,0) 6
(4,2,0) 6
(4,1,1) 3
(3,3,0) 3
(3,2,1) 6
(2,2,2) 1

28

Celkem tedy existuje 28 takovych moznosti. Obdobné méame 28 moznosti
pro exponenty [;.

Podle kombinatorického principu soucinu tedy existuje 28 - 28 = 784 moz-
nosti, jak sestavit usporadané trojice (z,y, z).
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Nejmensi hodnotu sou¢tu =z + y + z urc¢ime ze vztahu aritmetického a
geometrického primeéru:

T+y+=z

TEW
r4+y+2>3-Yr-y-2=23-v1000000= 300

Pritom rovnost nastane pro x =y = z = 100.

3B) V roviné je dana tiseCka AB a necht @ je jeji vnitini bod. V jedné z polorovin
vytatych piimkou AB jsou sestrojeny dva rovnostranné trojihelniky AQP a
QBR. Urcete mnozinu stfedt S tsecek PR pro vsechny vnitini body @ tsecky
AB.

Reseni. Oznaéme C pruseéik poloptimek AP a BR.
C

A ) B

Pro libovolnou polohu bodu @ je bod C pevnym bodem. Dale vidime, ze ¢tyi-
thelnik PQRC je rovnobéznik, proto stied S tsecky PR je soucasné stfedem
useCky QC'. Hledanou mnozinou jsou tedy vSechny vnitini body stfedni pricky
KL trojthelniku ABC' rovnobézné se stranou AB (viz obrazek).

Naopak je snadno vidét, ze kazdému vnitfnimu bodu S tsecky KL najdeme
dvojici bodu P, @ po fadé na stranidch AC, BC, kterd vyhovuje podminkdm
ulohy.
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Neékteré pouzité znacky a symboly

A
AB|
—AB
|AB]|

JAVB
|< AV B
alb
allb
alfb
v(4,a)
Peknp
k(S;r)
(XY a)

NABC
SaBc
ANAABC ~ ADEF
ANABC =2 ADEF
(a;0)
N,Z,R,C

N, V, =
A— B
lz]

vektor s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B
velikost vektoru AB

primka urcena body A, B

délka tsecky s krajnimi body A, B

thel AV B s vrcholem V

velikost thlu AV B

primky a, b jsou navzdjem kolmé

primky a, b jsou rovnobézné

primky a, b nejsou rovnobézné

vzdéalenost bodu A od pfimky a

P je priisecik utvart k a p

kruznice k se stiedem S a polomérem r

mnozina vSech bodl v roviné, z nichz je tisecku XY
vidét pod thlem o

trojuhelnik ABC

obsah trojuhelniku ABC

podobné trojuhelniky

shodné trojihelniky

zleva uzavieny zprava otevieny interval

po fadé obor prirozenych, celych, redlnych

a komlexnich ¢isel

po fadé oznaceni konjunkce, disjunkce a implikace
bod A se zobrazi na bod B

dolni celd ¢4st redlného &isla z; (|z] < x < |z| +1)
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Summary

The publication you are reading is primarily intended for students of secondary
schools (gifted in science) and for their current and future teachers of mathemat-
ics. It summarizes tasks of compulsory tests of mathematical didactics and their
sample solutions, which were parts of final state exams of mathematics at the
Department of Algebra and Geometry (Faculty of Science, Palacky University
in Olomouc) in 1995-2000. Individual tasks are ordered in sets of four as they
were used in the final state exams. The attachment introduces a few examples
of the authentic students’ solutions of chosen tasks.

We would like to thank Stanislav Travnicek, who was in charge of organization
and content of the tests during the years mentioned.

We hope that you will find what you are looking for—instructions and sample
solutions of standard and nonstandard secondary-school tasks, and you can
benefit from it.

The publication was created within the project ESF OP VK “Natural scien-
tist—Development of the professional competences of talented secondary-school
students in natural science research”, no. CZ.1.07/2.3.00/09.0040, conducted at
the Faculty of Science of Palacky University in Olomouc.
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